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Uber die Absorptions- und Fluoressenzspektrn 
der Ionen der Seltenen Erden in festen Kérpern, Sing 
insbesondere im Ultrarot ') 

(Mit 22 Figuren) 


Die Erforschung der Ionenspektren in festen Körpern und die = 
damit verbundene Erforschung der festen Körper überhaupt hat os. Pie 
bekanntlich die Schwierigkeit, daß durch die Störung der Nachbar- __ FE 
ionen und Gitterschwingungen einerseits die Linien zu breiten Banden Ar, 
und ganzen Kontinuen werden, andererseits neuartige Elektronen- __ 


Br 


übergänge ermöglicht werden, welche in Gasen nicht vorkommen. het! ay 
Die Wirkung hängt dabei weitgehendst von der Lage des gestérten =» 


Elektrons ab. Innere Elektronen werden yon den äußeren ge- 
schützt, Röntgenspektren bestehen somit aus scharfen Linien. Liegt 


das leuchtende oder absorbierende Elektron weit außen, so kann me 
auch die Lage und Art der Nachbarionen den Leuchtvorgang nicht naa 


nur stark beeinflussen, sondern auch unterdrücken, bzw. entstehen = 
lassen. So wurde bei Cr*** gefunden, daß es nur dann leuchtet, 
wenn es isomorph eingelagert ist?). 


4 al . 
Die Seltenen Erden (S. E.) nehmen unter den Elementen eine ne = 
besondere Stellung ein. Ihre Salze geben zum Teil sehr scharfe, 


linienhafte Spektren. Auf Grund der gleichen chemischen Eigen- 
schaften hat Bohr die Ausbildung der im Innern liegenden 4f-Schale 
angenommen. Ob diese Ausbildung bei den Atomen stetig erfolgt 
und welche Elektronenanordnung in der äußeren Hülle vorhanden 
ist, kann heute noch nicht beantwortet werden, da kaum ein Term 
des neutralen Atoms spektroskopisch sicher bestimmt ist. Ein An- 
fang der äußerst schwierigen Termanalyse wird erst in neuester Zeit 
gemacht). Es ist zu bedenken, daß es zum Beispiel für einen 
Elektronenübergang an Stelle eines Alkalidubletts beim neutralen 


T 


1) Über Teilergebnisse dieser Arbeit wurde früher schon kurz berichtet 
(H. Gobrecht, Phys. Ztschr. 37. S. 153 u. 549. 1936; Ztschr. f. techn. Phys. 
17. S. 425. 1936). 

2) O. Deutschbein, Phys. Ztschr. 33. S. 874. 1932. 

3) W.E. Albertson, Phys. Rev. 45. S.199. 1934; 47. 8.370. 1935. 
H.N. Russel u. A. S. King, Phys. Rev. 46. S. 1023. 1934. 
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Gd-Atom eine Möglichkeit von Millionen Linien gibt. Die Term- 
ordnung wird weiterhin erschwert, da für so schwere Elemente kein 
normaler Kopplungstyp mehr gilt. 

Gegenüber den neutralen Atomen zeigen die dreifach positiven 
Ionen der S. E. ganz andere Verhältnisse. Man kann als sicher 
annehmen, daß außer der Xenonschale nur 4f-Elektronen vor- 
kommen. Wenn auch bisher von den dreifach positiven Ionen der 
S. E. ebenfalls kein Term spektroskopisch bestimmt ist, so zeigt 
doch die Übereinstimmung der von Hund!) berechneten para- 
magnetischen Suszeptibilitit mit der von verschiedenen Autoren 
_ gemessenen, daß die Grundterme richtig angegeben sind. Diese 
sind aber unter der Voraussetzung berechnet, daß außer der Xenon- 
schale eine stetig wachsende Zahl von 4f-Elektronen vorliegt. 

So muß die Entstehung der im optischen Gebiet liegenden 
scharfen Spektren der S. E.-Salze und Lösungen auf die geschützten 
ae 4f-Elektronen zuriickgefiihrt werden. Welche Terme dabei beteiligt 
sind, war bisher noch nicht festgestellt, doch konnte man annehmen, 
daß die linienhaften Spektren durch Übergänge innerhalb der 
_ 4f-Schale, die verwaschenen (Absorptionen im U. V.) dagegen durch 

Übergänge 4 fx «> 4f*-15d entstehen [besonders beim Ce+**}%),%), 
bergänge innerhalb einer Schale sind auch beim Cr*** beob- 
achtet‘. Doch ist hier, wie aus magnetischen Messungen fest- 
gestellt ist®), die Kopplung zwischen Bahnimpuls und Spin durch die 
starken Felder zerstört, während dies bei den S.E. nicht der Fall ist®). 

Da die scharfen Linien der S. E.-Ionen durch die Felder im 
festen Körper einerseits nicht allzusehr verwaschen, andererseits 
aber aufgespalten und in ihrer Lage verschoben werden, sind diese 
Spektren sehr geeignet, die inneren elektrischen Felder der Materie 
zu untersuchen. Tomaschek’) hat in einer Reihe von Arbeiten 
diese Linienspektren, insbesondere die des Samariumions, mit dieser 
Absicht näher untersucht. Die vorliegende Arbeit soll sich an 
diese Untersuchungen anschließen und durch Erweiterung der Kennt- 
nisse im Ultrarot ein weiteres Vordringen ermöglichen. 
es er Es ergibt sich aus den vorliegenden Untersuchungen die Mög- 

lichkeit, die Grundterme der dreiwertigen Ionen im festen Zustande 
| 1) F. Hund, Ztschr. f. Phys. 38. S. 855. 1925. 
2) S. Freed, Phys. Rev. 38. S. 2122. 1931. 
3) R. Tomaschek, Phys. Ztschr. 33. S. 882. 1932. 
4) O. Deutschbein, Phys. Ztschr. 33. S. 874. 1932, 
5) De Haas u. Gorter, Leiden Comm. 208e. 


6) J.H. van Vleck, The theory of el. and magn. suse. Oxford 1932. : 
7) R. Tomaschek, Ann. d. Phys. 75. S. 109/561. 1924; 84. S. 329/1047.. 
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an H.Gobrecht. Absorptions- und Fluoreszenzspektren usw. 


spektroskopisch festzustellen. Weiterhin gelingt es durch Vergleich 

mit den zu erwartenden Starkeffektaufspaltungen die Symmetrie des 

Feldes zu bestimmen, in dem sich das S. E.-Ion befindet?) 
Absorptionsmessungen im Ultrarot 


I. 
a) Methoden 


Wegen der auBerordentlichen Schirfe der Spektren sind grund- 
sätzlich photographische Spektralaufnahmen allen anderen Methoden 
vorzuziehen. Die neueren Infrarotplatten gaben die Möglichkeit, 
die Spektren bis zu 1,2 « aufzunehmen. Es wurden Agfaplatten?) 
verwendet, die ihr Empfindlichkeitsmaximum bei 1,05 u haben. Sie 
waren im Eisschrank mehrere Monate haltbar und wurden kurz vor 
der Benutzung zur Empfindlichkeitssteigerung in Ammoniak—Soda- 
Lösung und anschließend in Methylalkohol gebadet und dann 
schnell getrocknet. Die Temperatur aller Bäder soll möglichst 
nicht höher als 10°C sein. Die Aufnahmen wurden mit einem 
Steilheil-3 Prismen-Glasspektrographen gemacht, dessen Dispersion 
bei 10000 ÄE 130 ÄE/mm bei 650 mm Brennweite beträgt. Zum 
Vergleich diente das Spektrum des Eisen-, Chrom- und Quecksilber- 
bogens. 

Es wurden die Sulfate mit acht Molekülen Kristallwasser unter- 
sucht. Sie sind als Kriställchen in eine kleine Quarzküvette ge- 
füllt. Zur Erkennung schwacher Absorptionen wurde hindurch- 
gehendes Licht (Schichtdicke 1—2 mm), zur Auflösung starker 
Banden reflektiertes Licht verwendet. Bei Zimmertemperatur sind die 
Absorptionslinien in den Kristallen durch die veränderlichen Felder 
infolge der Wärmeschwingungen stark verwaschen, weswegen nur Auf- 
nahmen bei der Temperatur der flüssigen Luft gemacht worden sind. 

Das ultrarote Gebiet des Spektrums jenseits 1,2 u, welches 
photographisch noch nicht zugänglich ist, wurde mit Monochromator, 
Thermosäule und Galvanometer registrierend durchgemessen. Ein 
Elektromotor drehte langsam die Einstelltrommel eines Quarz- 
Doppelmonochromators, sowie mit der gleichen Achse gekuppelt 
eine Trommel mit photographischem Papier vom Format 40 x 50 cm, 
auf welches der Lichtzeiger eines Hartmann & Braun-Galvanometers 


1) Die Frage nach der Kristallfeldaufspaltung eines Terms ist auf 
anderem Wege auch von Spedding und Mitarbeitern (vgl. S. 696) derart in 
Angriff genommen worden, daß an einer möglichst großen Zahl genau bestimmter 
Absorptionslinien eines S. E.-Salzes konstante Wellenzahldifferenzen heraus- 
gesucht werden. Daraus konnten sie Anhaltspunkte für die Kristallfeldauf- 


spaltungen der tiefsten Stufe des Grundterms gewinnen. 
2) Ich möchte auch an dieser Stelle Herrn Prof. J. Eggert meinen 
herzlichsten Dank für die freundliche Überlassung der Platten aussprechen. 
46* 
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der Schwingungszeit 40 Sek. den Ausschlag registrierte. Die Appa- 
ratur lief nachts, damit örtliche Erschütterungen möglichst ver- 
- mieden wurden. Die ee (500 Watt) wurde von einer 
großen Akkumulatoren- 
batterie gespeist. Es 
wurde bis 2,5 u gemessen. 

Da die Lösungsmittel 
in diesem Gebiet bereits 
so starke Eigenabsorption 
haben, daß Absorptions- 
messungen an darin ge- 
lösten Substanzen unmög- 
N lich sind und das einzige 
Lösungsmittel CCl,, wel- 
Fig. 1. Registrierkurve des Galvanometer- ches bis 4 noch keine 


ausschlags einer Absorptionsmessung 
an einer Samarium-Boraxperle im Ultrarot 


Eigenschwingung hat, die 
S. E.-Salze nicht löst, 
wurden Boraxperlen hergestellt. Sie konnten gut in einer Platinöse 
von der Größe 5 x 10 mm gebildet werden. Der Gehalt an 


_kurve zeigt Fig. 1. 
b) Ergebnisse . 


Es konnten alle S. E. untersucht werden bis auf Tu, Yb und 
Cp. In der Fig. 2 sind die Absorptionsspektren nach unten ge- 
i zeichnet. In der Tab. 1 sind die Wellenzahlen und Wellenlängen 
der Sulfate, in der Tab. 2 die der Borate angegeben. Die Intensi- 
täten sind geschätzt, in der Zeichnung durch die Höhe der Linien 
: 2... Die einfachen Linien im Ultrarot, also im linken 
Teil der Zeichnung, stellen die Absorptionsbanden der S. E.-Borax- 
perlen dar, deren Struktur nicht festgestellt werden konnte. Die 
er einfachen Linien im sichtbaren Teil des Spektrums sind die Ab- 
 sorptionsbanden der Chloridlösung 2). 
ar Pr zeigt zwei außerordentlich starke und eine schwache Ab- 
sorptionsbande. 
Nd besitzt drei gleichstarke Gruppen, für die Ceriterden wichtig 
BE. Erkennung geringer Spuren Nd. 


1) Da im folgenden immer die dreifach positiven Ionen gemeint sind, 
werden die Pluszeichen fortgelassen. 
2) Nach W. Prandtl u. K. Scheiner, Ztschr. f. anorg. u. allg. Chem. 220 
8. 107. 1931. 


_ §.E.-Salz betrug zwischen 50 und 10°/,. Das Bild einer Registrier- 
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Tabelle 1 
Ultrarote Absorption der Oktohydrosulfate der S. E. bei — 180° C > : 


7 


1) br. = breit 


Bem.) »{em—"]| A[ÄE] | Int. 
Praseodym 3 
v.br.| 9469 | 10528 : 
v. br. 9642 10368 6 
9696 10310 | 
v.br. 9761 10242 
v.br. 9807 | 10194 is 
v.br. 9875 | 10194 
v.br. 9906 10092 | _ 
v.br. 9966 19031 enge 
v. br. 10054 9943 von (10) 
9 
v. br. 10200 9801 bis (10 
Neodym 
| 11158 8960 2 
11197 8929 2 
11236 8898 2 
11282 8861 
11319 8832 
11384 8782 3 
11453 8729 3 
11467 8718 3 
11528 8672 3 
11544 8660 10 
11564 8645 10 
11585 8629 9 
11601 8618 10 
11617 8606 10 
11645 8585 4 
11703 8542 . 
11745 8512 
11756 8504 
11799 8473 : 
11825 8454 
12176 8211 7 
12213 8186 8 
12255 8158 2 
12292 8133 2 
12354 8092 
12378 8077 
12402 8061 6 
12445 8033 von (4) 
12452 8029 9 
12477 8013 9 
12504 7995 10 
12525 7982 10 
12593 7939 10 
12634 7913 10 
12667 7892 10 
12715 7863 10 
12742 7846 10 


v. = verwaschen 


s.s. = sehr scharf 


Bem. 


13154 
13189 
13226 
13279 
13331 
12355 
13417 
13451 
13485 
13544 
13574 
13597 
13648 
13696 
13723 
13754 
13824 


Samarium 

Vv. 8973 
Vv. 9024 
v. 9091 
v. 9117 
9187 
9201 
9232 
9249 
9257 


v. | 9275 


10398 
10435 
10472 
10491 
8. 8. 10560 
s.s. | 10581 
s.s. 10596 

Vv. 10625 

v. 10660 


Dysprosium 
| 8809 
8874 
8899 
8919 
8953 
8978 
9030 
9043 
9068 
9096 
9118 


m m Un 


444 


v 


[ÄE] 


10779 
9615 
9581 
9547 
9529 
9467 


3 
7600 
7581 = 
7559 3 
7486 
7432 
7381 
7353 
7299 
4 R 7285 
10 10097 
2 10898 
3 10800 
; 2 
‘Ss 9409 
9378 
11349 
11300 
10 
111385 
bis 10) 11071 
| 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


13131 


Int. Bem. »[em”!) | A [AE] 

Dysprosium 
me 10 9173 | 10899 
2, ay 10 9195 | 10872 
bis (4) 9238 | 10752 
10015 9982 
10059 9939 
re 10093 9905 
4 10121 9878 
4 10141 9858 
TE 10174 9826 
10375 9636 
10608 9424 
i 6 10816 9243 
6 10848 9216 
7 von (3) 10865 9201 
8 10877 9191 
j 8 10894 9177 
8 10921 9154 
4 10954 9127 
ae 10 10974 9110 
10 10994 9093 
“ 6 11030 9064 
4 11050 9047 
11071 9030 
bis (3) 11129 8983 
= 4 11244 8891 
u 2 11354 8805 
3 11401 8769 
4 11490 8700 
2 11945 | 8369 
3 12118 8250 
12261 | 8154 
tn, 8 12291 8134 
a et von (3) 12312 8120 
q TE 7 12321 8114 
er 10 12354 8092 
‘A 10 12376 8078 
=~: 9 12408 8057 
ce’ bis (3) 12421 8049 
3 6 12261 8037 
8 12457 8025 
3 12491 8004 
En 3 12521 7984 
3 12726 7856 
3 12755 | 7838 
otis 2 13057 7657 
 br.v.| 13094 7635 


7613 


| Int. 


“10 


von (10) 
bis (10) 


“10-310 0000 


Bem. | » [em] | 


13152 
13187 
13206 


Holmium 


8389 
8528 
8659 
8760 
11128 
11150 
11183 
11247 
11288 
11309 


13279 
13306 
13332 
13359 


Erbium 


9990 
10032 
10068 
10121 
10137 
10181 
10201 
10252 
10282 
12130 
12255 
12321 
12344 
12367 
12387 
12410 
| 12433 
| 12454 
> 18482 

12505 
12530 


4 
[22 
— 


Pad 


Ey 


cae 
4, fa 


> 


a 


= 


f 


4 


| 
| 
3 
10 
10 
11917 
11723 
11546 
1412 
| 8984 
8966 
5550 
8889 4 
$857 
8840 
7529 
7429 
7484 
2 0007 
9 9965 
9 
5 9878 
4 9862 
10 9820 % 
| von (8) 9800 er 
10 9752 
bis (8) 9723 - 
6 8242 i 
8 8158 
8 8114 
8 so 
8 8084 
8 8071 
8 8056 
8 8041 
8 8027 
8 8009 | a 
8 | 7995 
S 7979 ‘a 
8 7960 
8 12580 7947 wig 
8 v. 12625 7919 
8 | 12647 | 7905 a 
8 | 12742 7845 
3 | 12800 
8 
8 | 12897 | 7752 
3 12930 7732 


Lin 
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Tabelle 2 
Ultrarote Absorption der S. E. in Boraxperen 


Bem. » [em-"] [u] Int. Bem. » [em~'] [u] 


Praseodym D 

5200 | 1,92 

6950 | 1.44 10 7980 
Samarium Holmium 

6 6400 1,56 4 5150 | 1,94 

7 6680 1,50 

8 7200 1,39 Erbium 

10 | 8000 1,25 4 br. 7950 1,26 


Er besitzt im photographisch erreichbaren Gebiete zwei starke 
Gruppen, deren eine aus etwa 12 gleichweit voneinander entfernten, 
scharfen und gleichstarken Linien besteht. Da sich im sichtbaren 
Gebiete ebenfalls solche Gruppen befinden, scheinen sie charak- 
teristisch fiir Er zu sein. Auch die in der Boraxperle gefundene 
Bande bei 8000 AE ist sehr breit. 

Ce, Eu, Gd und Tb zeigen keinerlei Absorption im Gebiete 
zwischen 0,7 und 2,5 u. 

Die mittlere Pr-Bande, sowie die drei Nd-Banden sind auch 
schon von P. Lueg!) gefunden, welcher Didymgläser untersuchte 
und die gefundenen Banden dem Pr und Nd zuschreiben konnte. 
Es stimmt die mittlere Lage der Gruppen ferner mit den Werten 
von Freymann und Takvorian?) überein, welche mit lichtelektri- 
scher Anordnung die Lösungen der Chloride zwischen 0,82 und 1,16 u 
untersuchten. In den Kristallen können diese Banden, wie Fig. 2 
zeigt, zum arböten Teil in Linien aufgelöst werden. 


Die Fluoreszenz der reinen Salze der S.E. wurden bei den 
Oktohydrosulfaten von Sm, Eu, Tb und Dy im grünen bis roten 
Teil des sichtbaren Spektrums gefunden*). Die übrigen 8. KE. zeigten 
keine Fluoreszenz der reinen Salze. In vorliegender Arbeit sollte 
auch der ultrarote Teil, soweit er photographisch zugänglich ist, 
untersucht werden. Dabei wäre nicht ausgeschlossen, daß die S. 
welche im Sichtbaren keine Fluoreszenz zeigen, im Ultrarot fluor- 
eszieren würden. 
Es wurden die gleichen Präparate benutzt wie bei den Ab- 
sorptionsmessungen, in erster Linie also die Sulfate mit acht Mole- 


1) P. Lueg, Ztschr. f. Phys. 39. S. 391. 1926. 
2) R. Freymann u. S. Takvorian, Compt. rend. 194. S. 963. 1932. 


z 3) R. Tomaschek u. O. Deutschbein, Phys. Ztschr. 34. S. 374. 1934. ee 
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Tabelle 3 
Fluoreszenz der Oktohydrosulfate der Seltenen Erden 


ety H.Gobrecht. Absorptions- und Fluoreszenzspektren usw. 


Int. 


Do 


OO AS 


bo 


COO 


Bem. 


Samarium 
9650 
br.') 9860 
10660 
10910 


11160 
11430 


12763 
br. 12925 


14091 
14288 


v. 15409 
Vv. 15440 
v. 15475 
15574 
15595 
15621 
16600 
16629 


1668 


16712 
16738 
16766 
16817 
16845 


17668 
17697 
17728 
17756 
17892 
17920 


Europium 


12103 
12327 


13224 
13321 
13437 


14231 
14268 
14323 
14354 
8. 8. 14432 
8. 8. 14447 


v[em”'] 


10380 
10140 
9378 
9163 
8958 
8746 


7833 
7735 
7095 
6997 
6488 
6475 
6460 
6419 
6410 
6400 
6022 
6012 
5992 
5982 
5973 
5963 
5945 
5935 
5658 
5649 
5639 
5633 
5588 
5579 


8260 
8110 
7560 
7505 
7440 


7035 
7007 
6980 
6965 
6927 
6920 


A[ÄE] | Int. 


wWwwew 


www ww wwwe or 


acs 00 


Bem. 


8. 
8. 
8. 
8. 


m m In Um 


an 


br. 


1 


v[em") 


15270 
15326 
15345 
15369 
15380 
15996 
16029 
16073 
16112 
16164 
16198 
16256 
16282 
16322 
16760 
16788 
16816 
16839 
16887 
16973 
17053 
17089 
17104 
17148 
17163 
17265 
17875 
17948 


18020 
18062 


18668 


18754 
19035 
19053 
19064 
Terbium 
14734 
14888 


14955 
14988 


15263 
15275 
15404 
15440 


» 
> 


ore 


6547 
6523 
6515 
6505 
6500 
6250 
6237 
6220 
6205 
6185 
6172 
6150 
6140 
6125 
5965 
5955 
5945 
5937 
5920 
5890 
5863 
5850 
5845 
5830 
5825 


5791 
5593 
5570 
5548 
5535 
5355 
5331 
5252 
5247 
5244 


6785 
6715 
6685 
6670 
6550 
6545 
6490 
6475 


4 


283 


| 
| 
$ 
t 
- 
v.br 
| 
| 
| 
ei: 
v. 
| 
| 
Koinzidiert mit der starken Hg-Linie [10140 AE}. my 
2) Koinzidiert mit der langwelligen, gelben Hg-Linie. u 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


Int. Bem. yfem—"] Int. Bem. | | A[AE] 


Terbium Dysprosium 
5 | 15459 6467 6 9899 
2 15512 6445 4 10639 
2 15536 6436 Be 11534 
10 br. 16042 6232 11702 
5 16073 6220 ee 11748 
5 16086 6215 | 11774 
5 16104 6208 Bu; 11832 
5 16125 6200 4 111920 
10 16138 6195 11931 
10 16164 6185 
5 16182 | | | 12888 
4 13184 
8 16930 5905 aS Fa 13260 
10 16973 5890 ut 
16996 5882 13400 
2 17031 5870 ead, 
8 17089 - 
5 17133 5835 
5 17192 5815 Wr 
5 17222 5805 4 v. | 17208 
10 br. 18127 5515 - v. 17289 
10 br. 18157 5506 4 17326 
8 18226 5485 4 17384 
10 18256 5476 4 u! 17401 
10 18327 5455 4 Be 1 1433 
10 18360 | 5445 17444 
10 18394 5435 
10 18425 5426 Fu 17483 
10 18459 5416 17515 
8 18479 5410 | 4 | 17526 
5 8. 8. 18524 5397 | | 12082 
5 8. 8. 18541 5392 
| 2 17582 
8 20340 4915 1 ow th 17609 
4 20373 4907 1 er 17656 
4 20402 4900 
4 20499 4877 
4 20520 4872 8 | | 20538 
5 | Dublett 20592 4855 20592 
4 | Dublett 20626 | 4847 Br 20828 
1 20685 4833 6 20870 


külen Kristallwasser. Die Aufnahmen erfolgten sowohl bei Zimmer- 
temperatur als auch bei Temperatur der flüssigen Luft. Zur 
Erregung diente eine Kohlebogenlampe für 75 Amp. mit Quarz- 

Po: optik (relative Öffnung 1:1,5) und CuSO,-Filter von 10 cm Schicht- 
dicke. Für diejenigen S.E., welche im Gelb und Rot noch stark 
absorbieren, z.B. Nd und Ho, wurde auch ein FeSO,-Filter von 
10 cm Schichtdicke verwendet. Als Spektralapparat diente wieder 
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der von Steinheil, jedoch zur Verkürzung der Belichtungszeit (auf 
5 Stunden) mit einem Objektiv von 195 mm Brennweite Die 
Dispersion betrug dann bei 10000 AE 500 ÄE/mm. Zum Vergleich 
wurde wieder das Spektrum des Eisen-, Chrom- und Quecksilber- 
bogens verwendet. Die lange Belichtungszeit erklärt sich aus der 
geringen Empfindlichkeit der Infrarotplatten 1050. 

Die Ergebnisse sind in der Tab. 3 zusammengestellt und in der 
Fig. 2 nach oben gezeichnet. Man sieht, daß eine große Anzahl, ja 
überhaupt der größte Teil der Fluoreszenzlinien im Ultrarot auftritt. 
Allerdings nur bei den Elementen, bei denen auch schon im Sicht- 
baren Fluoreszenz gefunden war, also bei Sm, Eu, Tb und Dy. 
Nicht untersucht werden konnten Tu, Yb und Cp, die übrigen S.E. 
gaben keine Fluoreszenz der Oktohydrosulfate. 

Die Boraxperlen, welche oben zur Messung der ultraroten 
Absorption benutzt waren, wurden auch auf Fluoreszenz untersucht. 
Sie ergaben dieselben Emis- 
sionsgruppen, nur sind die 
der Boraxperlen viel ver- 
waschener als die der Kri- 
stalle. Der Übergang zu 
tiefen Temperatur ruft kaum 
eine Veränderung des Spek- 
trums hervor, wie sich dies 
überhaupt an der Fluor- 
eszenz der S.E. in Gläsern Fig. 3. Fluoreszenzspektr 
allgemein zeigt‘). Fig.3 zeigt einer Eu,-Boraxperle. 6fach vergrößert °) 
die Fluoreszenz einer Eu- 

Boraxperle. Besonders betont sei, daß die Boraxperlen von Pr und 
Nd nicht fluoreszieren, während dies die mit diesen Erden aktivierten 
Gläser tun. 

Für die Herstellung der Eu-Boraxperle ist besonders zu be- 
achten, daß sich die Boraxperle im oxydierenden Teil der Flamme 
befinden muß. Ist dieses nicht der Fall, wird also die Perle im 
reduzierenden Teil der Flamme geschmolzen, so wird das Eu in der 
zweiwertigen Form angereichert. Man kann leicht die Perle durch 
Umschmelzen verschieden leuchten lassen. Ist die dreiwertige Form 
angereichert, so leuchtet die Perle intensiv hellrot und gibt das 
Spektrum der Fig.3. Ist aber die zweiwertige Form angereichert, 
so leuchtet die Perle blaß gelbgrünlich. Die scharfen roten Banden 


1) O. Deutschbein, Ztschr. f. Phys. 102. S. 772. 1936. 
2) In diesem sowie in allen folgenden Spektren sind links die langen 
Wellen. 
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sind viel schwächer geworden, während eine breite grüne Fluoreszenz- 


bande das Spektrum beherrscht. 


Dieser Versuch, wie auch allgemein die Fluoreszenz der Okto- 


_ hydrosulfate, zeigt, daß die Ionen der S.E. in der dreiwertigen Form 


FR die scharfen Fluoreszenzlinien geben. Dieses steht im Widerspruch 


zu den Angaben von K. Przibram'), nach welchem reines EuCl, 


vor der Analysenlampe „intensiv purpurn leuchtet“ und das Spektrum 
eine breite blaue und zwei schmale rote Banden gibt, während 


BY i EuCl, nicht leuchten soll. Um diese Frage zu entscheiden, wurde 
__wasserfreies EuCl, hergestellt, welches ähnlich den Fluoriden und 


Oxyden der S.E. nicht leuchtet. Doch gibt bereits EuCl, - 1H,O 
eine prachtvolle Fluoreszenz, die aus roten Linien besteht. Das 
_ wasserfreie EuCl, wurde längere Zeit im Vakuum geschmolzen, so 
daß sich ein Teil EuCl, bildete, welches im Fluoreszenzspektrum 
eine blaugrüne breite Bande ohne schmale rote Banden gab. 

Wie Tomaschek und Deutschbein?) gezeigt haben, stimmen 
je eine Fluoreszenz- und Absorptionsgruppe eines Elementes in der 
_ Frequenz genau überein. Da ein solcher Befund für die Deutung 
der Spektren sehr wichtig ist, am Dy aber noch nicht beobachtet 


ie war, wurde danach gesucht und eine solche Gruppe im Blau bei 
20800 AE gefunden. 


Die bereits früher®) beobachtete Übereinstimmung in der Fre- 
 quenz der Emissionen der reinen Salze mit denen der S. E.-Phosphore, 
also der mit S.E. aktivierten Phosphore, konnte beim Sm und Dy 
auch im Ultrarot festgestellt werden, da hier Messungen an Phos- 
phoren vorliegen?). Diese Beobachtung bestätigt weiter, daß es sich 
bei beiden Erscheinungen um die gleichen Elektronenübergänge 
handeln muß. 

Tabelle 4 


Emission eines Kaliumsulfat-Praseodym-Phosphors bei 20° C. 
Aufgenommen mit Spektralapparat kleiner Dispersion. Lichterregung 


Int. Bem. A[ÄE] | Int. Bem. 

10 v. | 9780 10222 
5 v. 10320 9687 4 res 
4 v. 10900 9171 
6 v. 11580 8633 10 oe 
13780 
4 14240 7020 A 
4 14390 6947 


1} K. Przibram, Ztschr. f. Phys. 102. S. 348. 1936; Nature 135. 


8.100. 1935. 


2) R. Tomaschek u. O. Deutschbein, Ztschr. f. Phys. 82. S. 309. 1933. 
3) R. Tomaschek u. O. Deutschbein, a. a. O. 
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Aus diesem Grunde wurde auBer den Fluoreszenzspektren der 
reinen Salze auch das Fluoreszenzspektrum eines Kaliumsulfat— 
Praseodym—Phosphors aufgenommen. Kaliumsulfat wurde als Grund- 
material gewählt, da die Spektren dieser Phosphore sehr einfach 
sind, Praseodym wurde deswegen genommen, weil es nur zwei 
4f-Elektronen und somit wenige Terme hat, die Spektren also 
relativ einfach sind. Die Ergebnisse sind in Tab. 4 zusammen- 
gestellt. 

: III. Deutung der Spektren 
Allgemeines 
Die im vorliegenden durchgefiihrte Erweiterung der Kenntnisse 
über die Spektren der Ionen der S.E. gestattet bereits einige neue 
Schlüsse zu ziehen. Wie schon erwähnt wurde, lassen verschiedene 
Gründe vermuten, daß es sich bei den scharfen Spektren um Elek- 
tronenübergänge zwischen Termen innerhalb der 4f-Schale handeln 
muß}),?2. Die von Gibbs, Wilber und White?) berechneten mög- 
lichen Terme für Squivalente f-Elektronen finden sich in üblicher 
Bezeichnungsweise in Tab. 5. 
Tabelle 5 
Terme für äquivalente f-Elektronen 


Sie sind für 8—14 Elektronen die gleichen, und zwar so, daß 
ein Element mit 8 Elektronen dieselben Terme hat wie ein Element 
mit 6 Elektronen. Über die Lage der Terme läßt sich zunächst 
nichts weiter sagen, als daß nach der Hundschen Regel die Terme 
größter Multiplizität und von diesen wieder der Term mit größtem L 
am tiefsten liegt. Dieser ist also der Grundterm. Doch läßt sich 


1) S. Freed, a.a. O. 
R. Tomaschek, FuBnote’3, S. 674. 
3) R. % Gibbs, D. x Ww ilber u. H. E. FRE ‚ Phys. Rev. 29. 8. 790. 1927. 


(Ce) f!—2(F) nF 
(Nd) | °-"PDFGHIKD “(SDFGI) 
vt 
— f*t—'(SDFGHIKLN) 83(PDFGHIKLM) |°(SDFGI) 
24 423 2 3243422 4 
(Sm) f°—?(PDFGHIKLMNO) *(SPDFGHIKLM)  °(PFH) 
457675532 2344332 
(Eu) f°—'(SPDFGHIKLMNQ) | (PDFGHIKLMNO) (F) 
4 648473422 659796633 322 
(Gd) HIKLMNO®Q) *SPDFGHIKLMN) 5(8) 
2571010997542 226575533 | 
Die Zahlen unter den Buchstaben bedeuten, wie oft der Term vorkommt. 
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die Gesamtaufspaltung, das ist der Abstand A» der äußersten 
Komponenten voneinander, ohne Voraussetzung einer Kopplungsart 
nach der 7’-Summenregel!) ausrechnen. Die sehr umständliche 
Rechnung wird besonders einfach für Terme größter Multiplizität 
und führt zu der bekannten Formel: 

Re?(2L + 1)(Z- o)* 


Darin bedeuten: 


_ R= Rydbergkonstante, - 
= Feinstrukturkonstante (Sommerfeld), 
er Z= Kernladungszahl , 
o = Abschirmungskonstante , 
00 Z = Quantenzahl des result. Bahnmoments, 
= Haupt-, Nebenquantenzahl. 


Sofern man also die Abschirmungskonstante o kennt, ist man in 
der Lage die Gesamtaufspaltung, und wenn die (LS)-Kopplung gilt, 
nach der Intervallregel auch die Lage der einzelnen Multiplett- 
komponenten in einem Term zu berechnen. Wenn auch eine direkte 
Bestimmung der Abschirmungskonstante aus den Röntgenspektren 
noch nicht durchgeführt ist, so kann doch ungefähr der Wert von 
den schwereren Elementen her angegeben werden. So gibt Coster?) 

= 33 an. Die Abschirmungskonstante kann bei reiner (LS)-Kopp- 
lung, also bei strenger Giiltigkeit der Intervallregel auch erhalten 
werden aus der paramagnetischen Suszeptibilität von Sm und Eu. 
Für diese beiden Elemente zeigte die Berechnung durch Hund 
keine Übereinstimmung mit dem Experiment. Die Erklärung fanden 
van Vleck und A. Frank°), indem sie die Besetzung aller unteren 


Tabelle 6 


Meg - Experiment 


Met.” Theorie 


[berechnet von A. Frank ®)] 
u. Pearce ®) 


Cabrera u. Duperier 


¢=33 | o=34 Sulfat - SH,O | Sulfat- SH,O Sulfat 
| wasserfrei 
3,40 3,51 


1) S. Goudsmit, Phys. Rev. 31. S. 946. 1928. 
2) D. Coster, Müller-Pouillets Hdbch. d. Phys. S. 2057 (1929). 
3) Van Vleck u. A. Frank, Fußnote 6, S. 674. 

4) A. Frank, Phys. Rev. 48. S. 765. 1935. 

5) Hughes u. Pearce, J. Am. Chem. Soc. 55. S. 3277. 1933. 
6) C abrera u. BON: — rend. 188. 8. 1640. 1929. 
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Stufen des Grundterms für den Paramagnetismus in Rechnung 
setzten, soweit sie vergleichbar mit kT sind. So kann man aus der 
paramagnetischen Suszeptibilität die Lage der unteren Multiplett- 
komponenten finden und daraus die Gesamtaufspaltung und daraus 
wieder o berechnen. In der Tab. 6 finden sich die Ergebnisse 
für Eu. Man sieht daraus, daß für wasserhaltiges Sulfat etwa o = 35 
am besten stimmen würde. = 


Eine Betrachtung der Fluoreszenzspektren in Fig. 2 zeigt, daß 
bei Sm und Eu die Intervalle der Liniengruppen nach kürzeren 
Wellen hin abnehmen, während sie bei Tb und Dy zunehmen. 


Da die Stufen bei den Ele- Br 

menten vor Gd regelrecht, 65 Th 46 8 ‚203 

nach Gd verkehrt liegen, WERE < | 27 

liegt die Vermutung nahe, - 
größere Teile, vielleicht ganze 
Mulipletts, vor sich zu haben. m 

Da ferner die kürzestwellige Jo || | | |. \6 
Emissionsgruppe in der Fre- - 5 —* {—}-— 
quenz genau mit einer 
stimmt (bei Sm und Eu sind ar 

es mehrere), muß diese 
Emissionsgruppe unbedingt 
zur tiefsten Stufe des Grund- | IL | ‘4 | 1 Fu 
terms gehen. Dies gilt be- i 


sonders fiir Tb und Dy, bei 


welchen Absorptionen, die — - mary, 
des 74000 16000 18000 20000 "cm 


von höheren Stufen 
Grundterms ausgehen, un- Fig. 4. Die Zuordnung der Fluoreszenzlinien == 

möglich sind. Es liegt also a 
nahe anzunehmen, daß auch die anderen Fluoreszenzgruppen 
zu (höheren) Stufen des Grundterms gehen. So ist zunächt in 3 
Fig. 4 das Termschema für Tb gezeichnet. Zur Erzeugung des  _— 
ganzen Fluoreszenzspektrums genügt, daß man mit einem Mono- 
chromator die Frequenz der kürzestwelligen Emissionsgruppe auf ET Br 
das Salz einstrahlt. Das ganze Fluoreszenzspektrum entsteht so | 
durch Übergang von dem Term, dessen Lage durch die Absorptions- > Ri 


frequenz gegeben ist. Da unterhalb dieses Terms nur noch zwei 
Niveaus durch schwache Absorptionslinien bekannt sind, ist es un- 
möglich, die Entstehung des Fluoreszenzspektrums durch Kom- 
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binationen zu erklären. Da der Grundterm des Tb ein Septett ist 
und tatsächlich sieben Emissionsgruppen beobachtet werden, muß 
die Fluoreszenz als Übergang von einem Term zum ganzen Grund- 
termmultiplett gedeutet werden. 

Eine Schwierigkeit bereiten die Auswahlregeln. Hätte z. B. 
beim Tb der obere Term die innere Quantenzahl J = 3, so würde, 
da das ganze Septett auftritt, eine Änderung bis zu 4J=3 aut- 
treten. (Die inneren Quantenzahlen des Grundterms haben die Werte 
J=0 bis J=6). Das ist um so verwunderlicher, als gerade die 
Spektren selbst zeigen, daß die Kopplung zwischen L und S durch 
die Felder der Kristalle nicht zerstört ist. Die Stufen des Grund- 
terms zeigen zwar Abweichungen von der Intervallregel, so daß 
nicht reine (LS)-Kopplung mehr vorhanden ist. Auch betragen die 
Kristallfeldaufspaltungen wohl einige Hundert cm”', erreichen aber 
nicht die Abstände der Multiplettkomponenten. So läßt sich also die 
Durchbrechung der Auswahlregeln vorläufig noch nicht verstehen. 


b 


Samarium und Europium 


Bei den anderen S.E.-Elementen, welche auch als reine Salze 
Fluoreszenz geben, liegen die Verhältnisse ganz ähnlich wie beim Tb. 
Stets geht die Fluoreszenz von einem Term zum ganzen Grundterm- 
multiplett. Die genaue Kenntnis der Lage der unteren Multiplett- 
komponenten und ihrer Aufspaltungen (vgl. letzten Abschnitt) ist 

ont jedoch für Sm und 

62 Sm 47? §(PFH) .03 Eu besonders wichtig. 
2 Die unteren Stufen des 
Grundterms liegen bei 
diesen Ionen dichter als 

® k “ bei den anderen. Sie 
tC 4 tragen zu einem erheb- 
lichen Teil zum para- 
magnetischen Verhalten 
dieser Ionen bei, welcher 
Anteil aber bei tiefer 
Temperatur verschwin- 
det!). Die Besetzung der 
unteren Stufen, soweit 
sie mit k T vergleichbar 


4000 8000 72000 216000 cm“! sind, hat zur Folge, daß 
auch von diesen Stufen 


Fig.5. Die Zuordnung der Fluoreszenzlinien 
des Sm***, Der mit x. bezeichnete Übergang 

ist in Absorption stark temperaturabhängig 1) Van Vleck, a.a. O. 
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Absorptionslinien ausgehen, die bei tiefer Temperatur verschwinden. 
Gehen die Übergänge zu dem Term, von welchem die Emissionen 
ausgehen, so müssen die Absorptionslinien mit den Emissionslinien 


genau übereinstimmen. 


eine Linie gefunden!), welche bei 


gleichen Stelle liegt aber eine 
Fluoreszenzlinie, welche zur 
zweittiefsten Stufe (J = 4). 
des Grundterms geht (Fig. 5). 

Noch schöner liegen die 
Verhältnisse beim Eu, da bei 
diesem Element die unteren 
Stufen des Grundterms noch 
dichter liegen. Dazu tritt 
beim Eu neben der starken 
Fluoreszenz noch eine we- 
sentlich schwächere auf, wel- 
che von einem höher liegen- 
den Term ebenfalls zum 
Grundterm geht. Die Lage 
dieses oberen Terms ist fest- 
gelegt durch eine gemein- 
same Absorptions- und Emis- 
sionsfrequenz im Grün. Das 
Termschema in Fig. 6 zeigt 
dieses übersichtlich. Die 
Spektren in Fig. 7 zeigen 
deutlich die Übereinstimmung 
nicht nur in der Lage, son- 
dern auch im Aufspaltungs- 
bild. Man sieht sogar in 
Übereinstimmung mit der 
schwächeren Fluoreszenz eine 
Abserptionsgruppe, welche 
von der Stufe J = 2 ausgeht. 
Diese Übereinstimmung der 
Fluoreszenzlinien mit den 
Absorptionslinien beweist, 
daß die Deutung der Fluores- 
zenz richtig ist. 


1) P. W. Selwood, J. Am. 
Chem. Soc. 52. 1937. 1930. 


Annalen der Physik. 5. Folge. 28. 


Abs. 


In Sm-Lösung ist bei höherer Temperatur 


16793 em! liegt. An der 


63 Eu 4f F 


200 100 
Fig. 6. Die Zuordnung der Fluoreszenz- 
linien des Eu***. Die mit x bezeich- 

neten Übergänge sind in Absorption 
stark temperaturabhängig 


2 1 0 0 


Hg 5461 


Fig. 7. Ubereinstimmung der Absorptions- 
und Emissionslinien beim Eu,(SO,),-8H,0. 
Die Zahlen bedeuten die inneren Quanten- 
zahlen des Grundterms 
47 
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Die so spektroskopisch gefundene Lage der unteren Multiplett- 
komponenten des Grundterms von Eu befindet sich nicht in Uber- 
einstimmung mit der von van Vleck und A. Frank zur Berechnung 
des Paramagnetismus angenommenen Lage. Hierauf wird etwas aus- 
führlicher am Schluß der Arbeit eingegangen, nachdem auch die 
Kristallfeldaufspaltung behandelt worden ist. 

Da bei den Elementen Sm und Dy im Ultrarot jenseits 8000 AE 
Emissionslinien auftreten, die durch Übergänge zum Grundterm nicht 
entstehen können, wurde dieses Gebiet durch noch längere Belichtung 
genauer untersucht. Es ergab sich einwandfrei, daß diese Linien ent- 
stehen durch Übergänge von der Energiestufe, von welcher die starke 
Fluoreszenz ausgeht, zu den Stufen, deren Lage durch die ultraroten 
Absorptionsmessungen bekannt sind. Die Frequenzdifferenzen der 
Absorptionslinien ergeben die Emissionslinien. So entsteht bei Sm 
die Fluoreszenzlinie bei 10000 cm”! durch die Differenz 18000 
— 8000 cm! (Fig. 5). So entsteht auch die längstwellige Emission 
des Dy durch die Differenz 21000 — 11000 = 10000 em”! (Fig. 2). 

Da nunmehr die Gesamtaufspaltung des Grundterms jedes der 
vier fluoreszierenden Elemente spektroskopisch gemessen ist, kann 
auch ein genauer Wert für die Abschirmungskonstante ermittelt 
werden. In der Tab. 7 stehen die gemessenen Gesamtaufspaltungen 
und die daraus errechneten Abschirmungszahlen. Zwischen Eu und Tb 
liegt das Element Gd mit 7 Elektronen, bei welchem die 4f-Schale 
halb aufgefüllt ist und das eine besondere Stabilität innehat. 
So kommt wohl der Sprung in der Abschirmungszahl zustande. 


Tabelle 7 
Sm Eu Tb Dy 
4v(em—") | 6600 5100 5900 10000 
| 34,4 34,4 35,2 35,3 


Abweichungen von der Intervallregel kommen bei allen vier fluores- 
zierenden Elementen vor, und zwar jedesmal im gleichen Sinn: Die 
gemessenen Stufen liegen höher als die (aus der gemessenen Ge- 
samtaufspaltung) berechneten. Letztere sind in den Figg. 4, 5, 6 


durch kleine Striche neben die gemessenen gezeichnet. 


Nach den bei den Fluoreszenzspektren gesammelten Erfahrungen 


über die Auswahlregeln haben wir uns zunächst um diese nicht mehr 
zu kümmern. Es wäre bei den Absorptionslinien vielleicht ebenso 
möglich, daß Übergänge von der tiefsten Stufe des Grundterms zu 
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größeren Teilen oder ganzen Multipletts der 4f-Schale vorkommen. 
Man würde auch hier, ebenso wie bei den Fluoreszenzspektren, ganze 
oder größere Teile von Multipletts an der gleichmäßigen Zu- bzw. Ab- 
nahme der Intervalle erkennen, wobei also die Stufen bei den Ele- 
menten vor Gd regelrecht liegen (Zunahme der Intervalle nach 
kürzeren Wellen), während sie bei den Elementen nach Gd ver- 
kehrt liegen (Abnahme der Intervalle nach kürzeren Wellen). So 
nehmen die Abstände der ultraroten Gruppen bei Dy und Ho nach 
kürzeren Wellen ab, während sie bei Sm zunehmen. Besonders 
aber nehmen, wie im nächsten Abschnitt näher besprochen wird, 
die Starkeffektaufspaltungen mit wachsendem J zu. Dies sieht man 
deutlich an den ultraroten Absorptionen des Dy und Ho. (Beim Sm 
erscheint die kürzestwellige Absorptionsgruppe der viel geringeren 
Intensität schmaler.) Auch in Lösung zeigt sich mit wachsendem J 
eine Verbreiterung der Banden. 

Es sind nun auf Grund solcher Hinweise mehrere Gruppen 
von Absorptionslinien herausgesucht, von denen man annehmen 
kann, daß sie zu einem Multiplett gehören. Sie liegen fast alle im 
Ultrarot, da die Absorptionslinien im Blau und Violett zahlreicher 
und zum größten Teil auch verwaschener sind. 

Wegen der großen Gesamtaufspaltung des Grundterms (z. B. 
Nd = 8000 cm”! ist es sogar möglich, an sich unwahrscheinliche 
Übergänge innerhalb des Grundterms durch Absorption zu beob- 
achten. Es sind jedoch keine Andeutungen solcher Übergänge ge- 
funden worden. 

Praseodym. Es gibt im ganzen Spektrum acht Liniengruppen 
(vgl. Fig. 2. Drei liegen im Ultrarot, zwei im Gelb und drei im 
Blau. Im Ultraviolett ist bis zu 2200 ÄE keine Absorption beob- 
achtet. Die beiden Linien im Gelb sind als zwei und nicht als 
eine durch Starkeffekt aufgespaltene anzusehen, da sie auch in 
Lösung getrennt bleiben. Da Pr nur zwei 4f-Elektronen hat, sind 
nur wenige Terme möglich. Nach der Tab. 5 sind es vier Singuletts 
und drei Tripletts. Von den Tripletts scheidet der Grundterm *H 
aus, da von diesem ja die Absorptionen ausgehen und innerhalb des 
Grundterms keine Übergänge durch Absorption festgestellt sind. 
Die restlichen Terme (zwei Tripletts, vier Singuletts) sind in der 
Lage, höchstens 10 Absorptionslinien zu geben, während acht beob- 
achtet werden. Es müssen also unbedingt Übergänge nach Singuletts 
auftreten (auch wenn die gelben Linien als eine Linie zählen 
würden), welche nur durch Spin-Umkehr entstehen können. 

Es liegt nun nahe, die drei ultraroten und die drei blauen 
Linien je als ein Triplett anzunehmen. Die drei ultraroten würden 
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den zweittiefsten Term °F, die drei blauen den drittiefsten Term *P 
darstellen. Gestützt wird die Annahme dadurch, daß die Kristall- 
feldaufspaltungen') der drei blauen Absorptionslinien sowie auch 
die Halbwertsbreiten ihrer Banden in Lösungen mit J (0, 1, 2) 
zunehmen. Aus der Gesamtaufspaltung des ®F ergibt sich eine 
Abschirmungskonstante von o = 31,4, des *P eine von o = 31,8. 
Die Gesamtaufspaltung des Grundterms läßt sich nur aus den 
4 Emissionsspektren messen. Da Pr als reines Salz nicht leuchtet, 
wurde ein Kaliumsulfat—Praseodym—Phosphor hergestellt. Es wurde 
ja schon gesagt, daB die 


59 Pr 15062) YPFH) Spektren der reinen Salze 
ty 7: “3 und die der Phosphore aus 
‘20 gleichen Übergängen ent- 
stehen. Nur sind bei den 
Phosphoren mehr Übergänge 
rn a 1” möglich, außerdem sind die 
7 Spektren aufgespaltener. In 
3 H Fig. 8 ist das Termschema 

HS 4 
4 |, für Pr gezeichnet. Außer 
den Emissionslinien, welche 
omit Absorptienslinien in der 
| | | Frequenz übereinstimmen, 
| | | also nach ®H, gehen, lassen 
sich einige Frequenzen sofort 
5000 70000 15000 20000 cm’ als Kombinationen deuten. 


Die Übereinstimmungen der 
gemessenen mit den berech- 
neten Frequenzen sind sehr 
gut. Die Deutung der Linie bei 18500 cm— als Übergang nach 
8H, ist ebenfalls als gesichert zu betrachten. Wegen des so tief 
liegenden ®F-Terms ist dagegen die Lage der Stufe *H, unsicher. 
Die in Fig. 8 angenommene Lage ergibt eine Gesamtaufspaltung 
von 6300 cm—!, was einer Abschirmungskonstanten von o = 32,0 
entspricht. 

Neodym. Die drei gleichstarken, auffälligen Gruppen im Ultrarot 
scheinen auch einem Multiplett zuzugehören. Die Aufspaltung nimmt 
nach kürzeren Wellen zu. Die Intervalle sind ziemlich gleich 
(1000 em), was hohen inneren Quantenzahlen entsprechen würde; 
doch ist diesem kein allzu hoher Wert beizulegen, da die Grund- 
terme gezeigt haben, daß Abweichungen von der Intervallregel vor- 

1) Nach noch unveröffentlichten Messungen. ws 


Fig. 8. Termschema des Pr*+*++* 
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kommen. Nun sind fiir drei Elektronen aber nur Dubletts oder 
Quartetts möglich (Tab. 5), so daß in diesem Fall nur ein Quartett- 
term in Frage kommt. Wahrscheinlich ist die vierte Linie die 
Gruppe bei 14600 cm-!. Jedenfalls kann man auch das dritte 
Intervall als etwa 1000 cm”! annehmen, wodurch sich eine Gesamt- 
aufspaltung von 3000 cm! ergibt. Diesen Wert erhält man für 
ein *D und eine Abschirmungskonstante o = 32,6 oder für ein *F 
und ein o = 34,4. 

Samarium. Die sechs ultraroten Absorptionslinien lassen sofort 
einen Sextetterm erkennen. Da bei den fluoreszierenden Elementen 
die Abschirmungskonstante aus der Aufspaltung des Grundterms 
bestimmt ist, ist hier eine Bestätigung leichter. Aus der Gesamt- 
aufspaltung (4200 cm!) ergibt sich für °F, das ist der zweittiefste 
Sextetterm, eine Abschirmungskonstante von o = 34,4 in genauer 
Übereinstimmung mit dem aus dem Fluoreszenzspektrum bestimmten 
Wert. Die Intervalle sind in der Fig. 5 neben die experimentell 
bestimmten Stufen gezeichnet. Sie zeigen nur geringe Abweichungen. 

Dysprosium. Da hier die Terme verkehrt liegen, nimmt die 
Aufspaltung durch inneren Starkeffekt sowie auch der Abstand der 
vier im photographischen Ultrarot liegenden Gruppen nach kürzeren 
Wellen ab. Sie scheinen sicher einem Quartett zuzugehören. Die 
Berechnung der Aufspaltung und Zuordnung erscheint in einer 
späteren Arbeit, da die Multiplizität nicht die maximale ist und so 
die Berechnung der Gesamtaufspaltung die Anwendung der 7-Summen- 
regel!) erfordert. 

Holmium. Auch hier sieht man im photographisch erreich- 
baren Ultrarot drei Gruppen, deren Intervalle und Starkeffekt- 
aufspaltungen im richtigen Sinn nach kürzeren Wellen abnehmen. 
Aber auch die im weiteren Ultrarot liegende Linie scheint nach der 
gleichmäßigen Zunahme der Intervalle zum gleichen Multiplett zu 
gehören. So wahrscheinlich auch die beiden langwelligen der 
Gruppe bei 15250 cm—'. Man kann auch hier annehmen, daß es 
sich um den zweittiefsten Term °G handel. Aus der Gesamt- 
aufspaltung (10000 cm!) ergibt sich eine Abschirmungskonstante 
von o = 35,2. 

IV. Der Einfluß der Kristallfelder 
Auf die Größe der Starkeffektaufspaltung ist qualitativ schon 


hingewiesen. Sie erreicht nicht die Abstände der einzelnen Kompo- 
nenten eines Multipletts. Da bislang kein einziger Term spektro- 
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spaltungen unmöglich. Bethe’) hat auf gruppentheoretischem Wege 
die Termaufspaltung in Kristallen berechnet. Eine andere mehr 
anschauliche Methode ohne Voraussetzung gruppentheoretischer Sätze 
gelangt durch Kombination Hundscher Symmetriecharaktere?) der 
Eigenfunktionen mit der Symmetrie der Felder in einfachen Fällen 
leicht zu denselben Ergebnissen. In der Tab. 8 ist die Zahl der 


Aufspaltungen für bestimmte Felder angegeben. ee ee 
Tabelle 8 
Kubisch-holoedrisch und | 
höher als 3fache Rich- | | 
tungsentartung ..... Iılılalslala 4 
Tetragonal, rhombisch u. 
6 


Man sieht allgemein eine Zunahme 
größer werdendem J. 

Ein schönes Beispiel hierfür zeigt in der Fig. 9 das ganze 
Fluoreszenzspektrum von Terbiumsulfat. Das darunterliegende Ab- 


sorptionsspektrum hat die gleiche Aufspaltung der untersten Stufe 


der Ausspaltungen mit 


Em. 


t 
or 


Abs. 


Hg 5461 


Fig. 9. Emissions- und Absorptionsspektrum von Tb,(SO,),-3H,O bei —180°C. 
Die Zahlen bedeuten die inneren Quantenzahlen des Grundterms 


J = 6, wenn auch die höheren Starkeffektkomponenten bei der Tem- 
peratur der flüssigen Luft nicht mehr besetzt sind. Die oberste 
Stufe J = 0 ist zwar einfach, doch ist die Linie nicht so scharf 
wie Aufspaltungskomponenten anderer Stufen (z. B. die beiden 
kurzwelligen im Grün). Man muß annehmen, daß die obere Energie- 


stufe, von welcher die Emissionen ausgehen, nicht einfach, sondern 


1) H. Bethe, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 133. 1929. 
2) F. Hund, Ztschr. f. Phys. 43. S. 788. 1927; vgl. auch F. Hund, Hand- 
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schwach aufgespalten ist. Jedenfalls kann man an der Aufspaltung 
der Stufe J = 1 sehen, daß sich das Tb-Ion nicht in einem Felde 
von kubischer Symmetrie befindet. 

Es sind also möglichst die Übergänge zwischen solchen Energie- 
stufen zu suchen, von denen die eine nicht aufspaltet. Dieses 
wurde glücklicherweise beim Eu gefunden. Beim Eu ist die obere 
Energiestufe, von welcher die starke Fluoreszenz ausgeht, entweder 


Fig. 10. Fluoreszenz 
von Eu,(SO,),-8H,0. 


Fig. 11. Fluoreszenz 
von Eu-Oxalat- 10H,0. 
: Aufnahme bei 20° C 


Aufnahme bei 20° C. 
6fach vergrößert 


a Fig. 12. Fluoreszenz wi.“ Fig. 13. Absorption 
an von konz. Eu(NO,),-Lésung von konz. Eu(NO,),-Lésung. 


Schichtdicke = 2 cm 


ein S-Term, oder sie benutzt die innere Quantenzahl J=0. Der 
Übergang nach J= 0 des Grundterms muß daher eine scharfe 
Linie sein. Dies ist auch der Fall, wie die folgenden Spektral- 
bilder zeigen, und zwar sowohl in Emission wie auch in Absorp- 
tion. Allerdings ist der nach sonstiger Erfahrung nicht auftretende 
Übergang (4L=3 oder 0 <> 0) sehr schwach, also nur durch 
längere Belichtung in Emission oder durch größere Schichtdicke in 
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Absorption zu erhalten. Die Linie koinzidiert oder liegt ganz in 
der Nähe der langwelligen gelben Quecksilberlinie. Fig. 10 ist eine 
Vergrößerung einer Aufnahme von Oktohydrosulfat, Fig. 11 einer 
solchen von Oxalat. Aber auch in Lösung muß die Linie einfach 
bleiben, wie es nach Figg. 12 und 13 in Emission und Absorption 
auch der Fall ist. 

Nachdem so mit Sicherheit festgestellt ist, daß der obere Term 
im Kristallfeld nicht aufgespalten ist, besteht beim Eu die Möglich- 
keit, die Aufspaltungen durch inneren Starkeffekt der einzelnen 
Stufen des Grundterms zu messen. Das Ergebnis stimmt mit den 
in Tab. 8 berechneten Zahlen überein, sofern man sich auf die 
Hauptlinien beschränkt. Es entstehen nämlich eine Anzahl schwächerer 
Nebenlinien, deren Herkunft noch nicht festgestellt werden konnte. 


Fig. 14. Fluoreszenz von Eu-Oxalat-10H,O bei —180° C 


Vielleicht sind es Überlagerungen durch Gitterschwingungen, viel- 
leicht liegt es daran, daß kein einheitliches Kristallgitter vorliegt. 
Fig. 14 zeigt die Stufen J = 1 und J = 2 von Europiumoxalat. 
Die Stufe J = 1 hat eine starke Linie und symmetrisch liegende 
schwächere Nebenlinien. In Übereinstimmung mit der Tab. 8 ergibt 
sich dies, wenn sich das lon in einem elektrischen Felde von kubi- 
scher Symmetrie befindet. Danach müßte J = 2 aus zwei Linien 
bestehen, was im wesentlichen auch der Fall ist. J=3 besteht 
aus drei Linien, was auch in der Fig. 11 zu sehen ist an der 
schwachen Fluoreszenz zwischen der langwelligen gelben Quecksilber- 
linie und der Stufe J = 1 der starken Fluoreszenz (vgl. Fig. 6). 
Die Frage nach der Symmetrie des Feldes für das Ion im 
Oktohydrosulfat ist deswegen interessant, weil schon Messungen von 
Spedding und Bear’) am Samarium vorliegen, bei dem sie Energie- 


1) F.H.Spedding u. R.S. Bear, Phys. 


Rev. 46. S. 975. 1934. 
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Fig. 15. Fluoreszenz von Eu,(SO,),-8H,O bei —180° C De / 
niveaus in 160, 188 und 225 cm”! Höhe über dem Grundniveau 
fanden. Auch liegen Berechnungen der paramagnetischen Suszepti- _ 
bilität von A. Frank?) vor, nach : 
welchen sich ergibt, daß sich ds 
Sm- und Eu-lon vorwiegend i 
einem Felde von kubischer Sym- 
metrie befinden. Die Fig.15 zeigt 
am Eu die Aufspaltung der Stufe 
J= 1 in Emission und Fig. 16 
auch in Absorption. Man sieht deut- 


lich zwei scharfe und eine schwä- Fig. 16. Absorption Eu,($0,,-8H,0 im 
chere diffuse Linie. Auf jeden Fall bei 20°C. 2mm Schichtdicke 


Figg. 17 und 18. Fluoreszenz von Eu,(SO,),-8H,0 bei —180°C. 
Ubergang nach J = 3 und 4 des Grundterms. 6fach vergréBert 


fr 


U 
& 
® 


läßt sich sagen, daß die Stufe aufgespalten ist und ein kubisches es 2 
Feld nicht vorhanden ist. Die Stufe J = 2 hat drei stärkere nd | 


1) A. Frank, a.a. 0. 
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zwei schwächere Linien. Bis jetzt kann man noch hexagonale wie 
auch tetragonale Symmetrie annehmen. Aber die Stufe J = 3 kann 
die Entscheidung treffen. Hier sind fünf gleichstarke Linien und 


Fig. 20. Fluoreszenz von Sm,(SO,),-SH,O. 
Übergang nach J = }. 
7,5fach vergrößert. 
Das Sm-Priiparat ist durch Eu verunreinigt 


Fig.19. Absorption und Fluor- 
eszenz von Sm,(SO,),-8 H,O 
bei — 180° C. Die Absorp- 
tionsaufnahme zeigt die Kri- 
stallfeldaufspaltung des oberen 
Terms. 7,5fach vergrößert 


Fig. 21. Eu,(SO,),-8H,O. Absorptions- Ar 4628 
gruppe bei 525 mu. Nach längeren Wellen Fig. 22. Eu,(SO,),-8H,0. 
(links) der Übergang zum gleichen Term, Absorptionsgruppe bei 465 my. 
jedoch von der Stufe J = 1 ausgehend. Aufnahme bei —180° C. 
Aufnahme bei 20°C. 6fach vergrößert 6fach vergrößert 


"nicht sieben vorhanden (Fig. 17). Man sieht diese Gruppe auch in der 
schwächeren Fluoreszenz, also vom höheren Term ausgehend (Fig. 6), 
und zwar in Fig. 15 zwischen der langwelligen gelben Quecksilberlinie 
und der Stufe J = 1 der starken Fluoreszenz. In der Fig. 16 sieht 
man die Aufspaltung der Stufe J = 4 mit sechs Aufspaltungslinien. 
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Für das Sm-Ion liegen die Verhältnisse nicht ganz so einfach, 

da die obere Energiestufe, von welcher die Fluoreszenz ausgeht, im 
Oktohydrosulfat in zwei Komponenten vom Abstand 28 cm”! auf- 
gespalten ist. Dies erkennt man daran, daß jede Starkeffektkompo- 
nente der unteren Energiestufen des Grundterms aus einem Dublett 
vom Abstand 28 cm”! besteht. Die vergrößerten Aufnahmen in 
Figg. 19 und 20 zeigen dies deutlich für die Stufen J=$ und 
J=1 des Grundterms. Wenn man die Mitte des Dubletts als 
Nullinie annimmt, so ergeben sich als Abstände der höheren Stark- 
effektkomponenten von der tiefsten Komponente innerhalb der Stufe 
= des Grundterms: 164 und 224 cm~!, während Spedding 
und Bear 160, 188 und 225 finden. Da somit die Stufe J = § 


in drei Komponenten und die Stufe 4 in vier Komponenten auf- 


gespalten ist, ergibt sich nach Tab.8, daß sich das Sm-Ion im Okto- 
hydrosulfat nicht in einem Felde von kubischer Symmetrie befindet. 

Die Kenntnis darüber, in welchem elektrischen Felde sich ein 
Ion befindet, ist für die weitere Termanalyse sehr wichtig. Die 
Figg. 21 und 22 zeigen zwei Absorptionsgruppen von Europium- 


sulfat, die eine bei Zimmertemperatur und die andere bei der 


Temperatur der flüssigen Luft aufgenommen. Da das Feld nun bekannt 


ist, kann man nach Tab.8 der einen die innere Quantenzahl J=2 _ 
und der anderen J = 3 zuschreiben. Man sieht in der einen auch ~ 
sehr schön die temperaturabhängige Absorption, ausgehend vonJ=1. 


Diese ist bei allen Absorptionen mehr oder weniger stark bei 
Zimmertemperatur vorhanden. 

Da nunmehr die unteren Energiezustiinde des Eu im Okto- 
hydrosulfat bestimmt sind, kann eine genaue Berechnung der para- 
magnetischen Suszeptibilität erfolgen. Die von A. Frank!) be- 
rechneten Werte sind für Oktohydrosulfat dann mit der gemessenen 
Suszeptibilität in guter Übereinstimmung (Tab. 6), wenn o = 35 ist, 
d.h. wenn der Abstand zwischen J= 1 und J = 0 222 cm”! be- 
trägt. Vollkommene (LS) Kopplung, also strenge Gültigkeit der 
Intervallregel, wird von van Vleck und A. Frank ja angenommen. 
Unter dieser Voraussetzung also, daß der Abstand 222 cn! be- 
trägt, stimmt die Berechnung von A. Frank mit dem Experiment 
überein. Nun zeigen die spektroskopischen Daten aber, daß der 
Abstand 335 em”! (Schwerpunkt der Komponenten) ist. Das würde 
nach der Rechnung von A. Frank bedeuten: ein o = 32 und ein 


magnetisches Moment von ter. = 3,3, während wer. = 3,62 gemessen — 


wird (Tab. 6). 


1) A. Frank, a.2.0. 
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Die Lage der unteren Energiezustände des Eu-Ions im 
Eu,(SO,),- 8H,O wurde vor einem Jahre von Meehan?) veröffent- 
_ licht. Dieser hat die Absorption von kristallinem Europiumsulfat 
- mit acht Molekülen Kristallwasser von 2—3 mm Schichtdicke mit 
einem 3 mm Konkavgitter bei verschiedenen Temperaturen bis zur 
Temperatur des flüssigen Wasserstoffs untersucht. Meehan findet 
Energieniveaus, welche 21 cm”! und 41 cm”! über dem tiefsten 
Niveau liegen. Dies würde eine ungeheuer große Aufspaltung der 
Stufe J = 1 bedeuten. Da eine briefliche Anfrage vor einem Jahr 
leider unbeantwortet blieb, wurde die Arbeit näher geprüft, und es 
ergab sich einwandfrei, dad Meehan nicht Europiumsulfat, ‚sondern. 
Erbiumsulfat untersucht hat. I 


Zusammenfassung 
Es sind die Absorptions- und Fluoreszenzspektren der Okto- 
hydrosulfate der S.E. im Ultrarot bei — 180° C aufgenommen. 
Ferner sind die Absorptionsspektren von Boraxperlen mit Zusatz 
von 8. E. im Ultrarot bis 2,5 « mit Monochromator und Thermo- 


 säule gemessen. 


. Die Fluoreszenzspektren sind als Übergänge von einer Energie- 
stufe zum ganzen Grundtermmultiplett und in einigen Fällen (Sm 


es und Dy) zu höher liegenden Termen gedeutet. Dabei findet eine 


starke Durchbrechung der Auswahlregeln statt. Die Lage der ein- 


zelnen Stufen des Grundterms ist etwas abweichend von der Intervall- 


regel, doch sind die Abweichungen nicht sehr beträchtlich. Aus 
den Gesamtaufspaltungen werden die Abschirmungskonstanten der 


. . . 
vier fluoreszierenden Elemente genau bestimmt. 


Die durch die elektrischen Felder der Kristalle erfolgenden 
Starkeffektaufspaltungen können mit der Theorie verglichen werden. 
Es kann so die Symmetrie des Feldes, in dem sich die Ionen der 


a _§. E. im Kristall befinden, bestimmt werden. 


Ich möchte auch an dieser Stelle Herrn Prof. Tomaschek 
für Anregung und lebhafte Förderung dieser Arbeit, sowie Herrn 
Dr. Deutschbein für wertvolle Ratschläge meinen herzlichen 
Dank aussprechen. Ebenso danke ich Herrn Prof. Hund für die 
Freundlichkeit, mir Gelegenheit zu längeren Diskussionen zu geben. 


1) E. J. Meehan, J. of Chem. Phys. 3. S. 621. 1935. 


Dresden, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule, 


(Eingegangen 25. Dezember 1936) 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band28. 1937 
Ad 
| 
a 
N 
> = 
4 

it 

3 
: 

nay 
é ~ 

Pe 
; 
Deze 


Schlechtweg. Bight usw. 701 


kubischer durch mechanische Spannungen 


on ferromagnetischen Eigensch 


Inhalt: Es wird das Problem einer in einem Magnetfeld drehbar auf- BI) ee 
gehängten Kreisscheibe betrachtet, die sich in einem beliebigen mechanischen CH 
Spannungszustand befindet. Unter der Voraussetzung, daß ein elastisches Poten- == 
tial existiert, wird bei anisotroper Magnetostriktion das durch die Drehungen tr 72% 
des Magnetisierungsvektors bestimmte Drehmoment berechnet für den Grenz- __ = 
fall unendlich großen Magnetfeldes. Es wird u. a. das Drehmoment betrachtet _ fe 
für ein Feld, das der Projektion einer Würfelkante des Kristallgitters parallel — oe ws 
ist. Ist die Ebene der Kreisscheibe identisch mit einer Wiirfelebene des Kristall- hs 
gitters, so kommt nur der Teil des Spannungszustandes zur Geltung, der eben ee ney 
ist, wihrend in dem Fall der Dodekaederebene nur die in der Scheibenebene 
angreifenden Schubspannungen ohne Einfluß auf das Drehmoment sind. — Bei Er 
der Betrachtung des allgemeinen Falles zeigt es sich, daß das durch reine er 

Drehungen des Magnetisierungsvektors bestimmte Drehmoment unabhängig von 
Pe einem hydrostatischen Druck oder Zug ist, so daB aus dem genannten Versuch 


im Magnetfeld, so erhält man für das Drehmoment, wenn keine en 
vorhanden sind, im allgemeinen Kurven, die die Periode n/2 enthalten; ihnen 
werden durch Anwesenheit von Spannungen Kurven der Periode x überlagert. 
Bei bekannter Lage des Hauptachsenkreuzes der über das Scheibenvolumen 
gemittelten Spannungen lassen sich durch die hier betrachtete magnetische 
Methode die Mittelwerte der Hauptschubspannungen bestimmen, was an dm 
Beispiel des ebenen Spannungszustandes explizit durchgerechnet wird. — In 

einem Ausblick auf die Beeinflussung der magnetischen Eigenschaften durch 

Eigenspannungen wird gezeigt, daß das Drehmoment der Kreisscheibe bestimmt : 
wird durch die, von Reissner so genannten, Quellspannungen. un 


1, Einleitung 
Die Abhängigkeit der ferromagnetischen Eigenschaften von dm 
Spannungszustand wurde zuerst von R. Becker?) unter- 
sucht und später besonders von M. Kersten?) in Einzelfällen dis- jae 


1) R. Becker, Ztschr. f. Phys. 62. S. 253. 1930; R. Becker u. M. Kersten, 
Ztschr. f. Phys. 64. S. 660. 1930; R. Becker, Wiss. Ver. Siemens-Konz. 11. S.1. ia a2 
1932; Phys. Ztechr. 33. S. 905. 1932. pulls 
2) M. Kersten, Ztschr. f. Phys. 71. S. 553. 1931; 76. S. 505. 1932; 82. Sha 
S. 723. 1933; 85. S. 708. 1933; Ztschr. f. Metallkde. 27. 8.97. 1935; vel ferner die de 


experimentelle Untersuchung von G. Scharff, Ztschr. f. Phys. 97. 8. 73. 1935. 


| 
> 
: 
+5 
! 
‘ 
> 
& 
u 
f 
° 
>» 4 > 
ats 
on 
? 
a 
> 
35% 
Be: 


702 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 28. 1937 


kutiert!). Die Überlegungen bezogen sich in der Kerainnibs anf 
Einkristalle, die, wie z. B. Nickel, in bezug auf ihre elastischen und 
magnetostriktiven Eigenschaften als praktisch isotrop angesehen 
werden können; die Rechnung wurde später von R. Gans?) verschärft, 
indem er die letztgenannten, z. B. bei Eisen nicht zutreffenden Vor- 
aussetzungen der Isotropie der Dehnungseigenschaften, fallen ließ. 
In seinen genannten Arbeiten betrachtete R. Gans die Veränderung 
der Magnetisierungskurve durch einachsigen Zug und durch Torsion 
um die Längsachse eines Stabes, wobei die Annahme gemacht wurde, 
daß die mechanische Spannung so groß ist, daß die magnetische 
Kristallenergie gegenüber den zur Spannung proportionalen Energie- 
anteilen vernachlässigt werden kann. 

In den folgenden Ausführungen soll in folgendem Sinne eine 
Verallgemeinerung vorgenommen werden. Der betrachtete Einkristall 
sei durch einen allgemeinen, dreiachsigen Spannungszustand be- 
ansprucht, für den wie in den obengenannten früheren Untersuchungen, 
die Gültigkeit eines linearen Elastizitätsgesetzes vorausgesetzt werden 
soll. Der zweite Punkt, in bezug auf den die Rechnung allgemeiner 
durchgeführt werden möge, besteht darin, daß die magnetische Kristall- 
energie nicht gegenüber dem durch den mechanischen Spannungszustand 
bestimmten Energieanteil vernachlässigt wird. 

Das hier näher betrachtete Beispiel besteht in einer Kreisscheibe, 
die in homogenem Magnetfeld mit zu den Feldlinien senkrecht ver- 
laufender Achse aufgehängt ist; es handelt sich dann um die Be- 
rechnung des Drehmomentes oder, mit anderen Worten, um die 
Berechnung der in der Scheibenebene liegenden Normalkomponente 
der Magnetisierung. Um zu einfachen Ergebnissen zu kommen, werde 
die Einschränkung vorgenommen, daß nur der Grenzwert betrachtet 


werde, dem das Drehmoment für gegen Unendlich wachsendes Feld | 


zustret). 


2. Allgemeine Betrachtung 


In einem mit einer Achse parallel zur Scheibennormale orien- 
tierten kartesischen Koordinatensystem herrsche an dem durch einen 
Vektor t* beschriebenen Punkt ein Spannungszustand, der gegeben 


1) Eine Darlegung des anschaulichen Inhaltes der theoretischen Grundlagen 
bei F. Preisach, Elektr. Nachr. Tech. 9. S. 334, 1932; vgl. auch F. Bitter, 
Phys. Rev. 43. S. 655. 1933. 

) R. Gans, Ann. d. Phys. [5] 24. S. 680. 1935; 25. S. 77. 1936. 

3) Daß dieser Grenzwert auch dann, wenn kein mechanischer Spannungs- 
zustand vorhanden ist, einen von Null verschiedenen Wert hat, läßt sich z.B. 
aus Formel (4,3) von H. Schlechtweg, Ann. d. Phys. [5] 27. S. 586. 1936; 
entnehmen. 
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sei durch den Spannungstensor ®*. Für das folgende ist es zweck- SR 
mäßig, an Stelle des genannten Koordinatensystems das durch die __ 
drei Achsen des kubischen Kristallgitters gegebene kartesische _ 
Koordinatensystem zu benutzen. Ist r der auf das letztere System 
bezogene Vektor, so gilt eine orthogonale Transformation 


(2, 1) m=Or 


wobei © ein orthogonaler Tensor ist, dessen Komponenten durch die 2, 


Millerschen Indizes der Achsen des nach der Scheibenebene orien- a PR 
tierten Systems bestimmt sind. Der Spannungszustand wird dann Be 
in dem System der Achsen des Kristallgitters beschrieben durch _ a 
Bedeuten «, die Richtungskosinus des Vektors der spontanen Magneti- ine 
sierung mit den Kristallachsen, so sei die innere ferromagnetische u 
Wenn © den Deformationstensor bedeutet und S; x seine Komponenten, . un 
so sei die Energie, die durch die Arbeit bestimmt ist, die bei ie 
Magnetisierung gegen die mechanischen Spannungen zu leisten ist: . = 
(2, 4) F,= (e-3) +27 > S,,@,@,. 
i i<K 


Indem vorausgesetzt werde, daß die elastische Energie F, durch ein 
quadratisches Gesetz dargestellt werden kann, was z. B. dann der Fall 


ist, wenn die Plastizitätsgrenze des Werkstoffes nicht erreicht ist, _ a 

setzen wir sie an in der Form > 

2 

i<K 

wobei |S| = S,, + S,, + S,,. Die Konstanten C,,C,,C, berechnen 7 3 

sich aus den Voigtschen Modulen. Die Energie des Spannungs- 7 


zustandes ist dann, wenn P;; die Normalspannungen und P,xi#K) 


die Schubspannungen bedeuten: at 


(2,6) F,=—(GP)= = 2 Six Pix. 


F=F,+F,+F,+F,. 
dr 


KR; 
ER 
; ; 
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Aus der Bedingung 
folgt dann das Elastizitätsgesetz: 


P;; -s(@’-5) +0,|6| +20,8.. 


Pig = p@; Gx +20,8;x, 1$K. 


Die Umkehrung hiervon lautet 


P,, Ey C, 8 
—- (a? - 

20, 30, 30,+20, 2G, 

(2, Ta) P. 
itK 


_ Es werde hier nur nebenbei bemerkt, daß sich für ® = 0 hieraus 
die Komponenten des Tensors der magnetostriktiven Verzerrung er- 
_ geben. Unter Benutzung der letzteren Beziehungen erhält man als 


freie Energie bei regen Spannungszustand 
i<K 
(2, 8) 
+e 


Da > a? = 1 ist, so darf P,, in der vorstehenden Formel ersetzt 


werden durch P., — at ; bezeichnet man den Deviator B — 191 E 


des Tensors ® mit Q, wobei © der Einheitstensor ist, so erkennt 
man ohne weiteres, daß die magnetischen Eigenschaften unabhängig 
sind von einem iiberlagerten hydrostatischen Druck. — Man führt 
nun zweckmäßig auf der Einheitskugel die Koordinaten 9 und 
ein, gegeben durch 

(2, 9) = SIN0C0Sp, @,=sinesing, a, = cose. >> 


(2, 8a) a=1 ; | 


ist demnach F darstellbar in der Form 


3% 
| 
: 
| 
=< 
| 
| 
% 
4 
| 
a 
BE 
‘ 
= 
x 
1% 
= | 
: | | 


wobei mit KC, = c, und KC, = c, wird 
y= Teint 9 sin? 2p + sin? 20) 


(2, 8b) + {sin? 9(P,, cos? + P,, sin* gy) + P,, cos? 9} 


+ {Pas sin’ sin2 + sin2o(P,,cosp + P,, sing)}. 


Wird nun die Scheibe in ein Magnetfeld der Feldstirke H 
gebracht, das mit dem Vektor der spontanen Magnetisierung den 
Winkel # bildet und dessen Richtung relativ zum Kristallgitter 
beschrieben wird durch die beiden Winkel 0° und 9’ [vgl. (2,9)], so 
ist, wenn J,, die Sättigung bedeutet, 


F - HJ. 008 


(2,10) 


wird also gefordert 


Mit 
f= (sin* sin? 2g + sin? 29) 


führt die partielle Ableitung nach o und @ auf 


af, + sin2o(P,, cos®®p + P,„sinp — Py 


= h(— sing cos 9’ + cos sin cos(y’ — 
af, — sin?osin2p(P,, — Py.) 


+ {2P ,sin?o cos2 +sin20(— P,, sing + P 


= hsing sin o’ sin(g’ — ¢). 


Wir lösen diese beiden Gleichungen für den Grenzfall unendlich 
großen Feldes durch den Ansatz a 


19 
| 
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= 
2 
f 
¢ 
- 
ae 
ews zum Minimum zu machen durch geeignete Wahl der Koordinaten o ee 
and des Magnetisierungsvektors. Mit a 
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Der Grenzwert des Drehmomentes um die Scheibenachse wird, wenn _, 
und y, die Koordinaten der Scheibennormale sind, 


13) c= 


Unter Benutzung der Entwicklungen 


D 


= Asing, sin(y, — + Beosg,. 


Zur Berechnung von A und B braucht man nur auf den linken 
Seiten des Gleichungssystems (2,12) das Wertepaar 0,9 durch 0’, g’ 
oat zu on und von denen durch h dividierten rechten Seiten das 


r multiplizierte Glied der Reihenentwicklung zu bestimmen. 


2 
sing = sing’ + 7008 0° +45 (4 cose’ — 4 sing’) 


cose = cose’ — sin 0' — +. + 0080’) +- 


+ cos sin 9’ cos (P — g’)} 
sin 20’) + - 


hsin e sin 9’ sin(¢’ — g) 


= — Bsin? — (B sin? 9’ + sin 2 9’ 


P,, eos?’ + P,, sin? gy’ — P,,) 


Day g’ + 2cos2o(P, ,cosp +P,,sing’)}, 


_ sin 2g’ (P,, — P,,) 


VE 
MR 
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f, = 5 sin 40’ + — sin? o’ sin 2 
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(1 H. Schlechtweg, Ann. d. Phys. [5] 27. S. 573. 1936. 3 
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Hierin bedeuten P;x die über das Volumen V der Scheibe gemäß = | ER 
1 

Wir bezeichnen abkürzend die Größen K 


als die Spannungsresultanten. Bezeichnet man mit 6, denjenigen 


Di 
Wert des Ausdruckes TE? den man bei Abwesenheit eines mecha- 


nischen Spannungszustandes erhält, so ergibt sich durch Einsetzen 
von (2,13a) in Formel (2,13): ee 
d= 0) — 5, (sin cos*g’sing, sin(g, — — sin2’cosg,) 

P,, (sin2 9’ sin*g’ sin 8in(g, — + sin2 g’ cos 0,) 

sin 29’ sing, sin(p, — a 

{P (sin2 o’sin2 sing, sin(p, — g’) + 2c0s2 cose,) 
P,, (2cos2o’cosg’ sing, sin(y, —g’)— 2cotgg’sing’cose,) 


% 
P,,(2cos29’sing’sing, 


Dabei ist 


—Fcose,sindg’. 


sin 9, sin (p,— (sin 40’ + sin? 9’ sin 29’ 


Hieraus erkennt man, daß Richtungen, d die a die kristallo- 
graphischen Lage zu denselben magnetischen Eigenschaften führen 
müßten, durch das Vorhandensein mechanischer Spannungen magne- 
tisch nicht mehr gleichwertig sind. Andererseits führt diese Aussage 
zu der rein qualitativ hier aufzufassenden Tatsache, daß bei viel- 
kristallinem, im Walzzustand befindlichen Werkstoff ein Widerspruch 
auftreten muß zwischen den magnetischen Eigenschaften und der 
mit Röntgenstrahlen bestimmten Textur; tatsächlich wurden solche 
Widersprüche auch experimentell festgestellt?). 

In alle bis jetzt entwickelten Formeln ging der mechanische 
Spannungszustand ein in Form der auf das System (z,, 2,, 2,) der 
Kristallachsen bezogenen Komponenten des Spannungstensors. Be- 


Ä 
P 
ap 
« 
- 
20. Dahl u. F. Pawlek, Ztschr. f. Metallkde 28, 8.230. 1936. 
< = - 


= t den Ortsvektor in dem apres der z,, so wird dieser in 
= einem dagegen In System der z,* gegeben durch 


wobei © den orthogonalen Tensor der Drehung bedeutet, dessen 
Komponenten durch cos (z;*, x) dargestellt werden. Der Spannungs- 
tensor B* (im System der x,*) ist mit dem Spannungstensor ie (im 


| 


P,x= 2 Pircos(ei, )cos(x}, Lx) 


+ Pi, {cos (2%, 00s (2, 2x) +008 (2',, 24) cos (24, 2x)}. 


i<v 


In dem Beispiel der im Magnetfeld drehbar aufgehängten Scheibe 
wählt man, um die durch Formel (2,9) eingeführten Winkel 9 und » 
bequem benutzen zu können, zweckmäßig die x,*-Achse in der 
Richtung der Blechnormalen und die z,*-Achse in der (z,*, x,)-Ebene; 
dann liegen auch die z,-, z,- und z,*-Achse in einer Ebene, und 
es gelten die Transformationsformeln: 
es ge 0 


cos(z,*,2,) = sing, cosg,;  cos(Z,*,2,)= sine, sing,; 


cos (£,*, Z,) = 0080, ; 


cos (x,*, Z,) = — sin g, ; cos (2,*,2,) = 


cos = 0 


cos (2,*, Z,) = —C080,C08p,; Z,) = —cose, sin @,; 
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Np 2 
4 
wer 
_ 
x 
a a. Ö den zu © transponierten Tensor bedeutet. Man erhält dann aus 
= 
,2,) = SIN Q, 
Spannungstensor ® drückt sich dann durch ®* in folgender 
Weise aus: 


COS 2 COS* Pat 


— Piz sin 20, cos? + (P33 cos — Pig sin og) sin 


var 


Pa= 


5 _ 3 c08 20,„|sin®g„+ P32 cos? p, 


Pı- Pa 
— Pjssin 20, sin? 9, — (P33 cos 0, — Pj2 sin 0,) sin2g,, 


Pit Pa Pı- Pa 
5 5 cos 20, 
+ Piz sin 20, , 
Ps= a sin 20, COS 


— Piz cos 20, cos 9, — (P33 8in pn, + Pj2 cos sing, , 
P; 
P23= a, sin 20, sin 9, 


— Pjscos 20, sing„ + (P33 8in + Pj2 cos 0,)C08 gy , 


Py, t+ Pa _. Pi — Pas 1 
sin 2p, — 0082 8in 29, Pe sin 2p 


Piz sin 20, sin 29, —(P 33 cos 9, — sin 0,) cos 29,. 


Liegt, wie dies im allgemeinen der Fall sein wird, der Spannungs- 
tensor vor bezogen auf ein Koordinatensystem, das um den Winkel » 
gegen das System der z,* um die Scheibennormale, d.h. die z,*-Achse, 
verdreht ist, so hat man für dieses neue System der x, die Trans- 
formation: 
cos (z,',2,*)=1; cos(z,',2,*= 0; cos (x,', %,*)= 0; 
(2,16) cos(z,’,2,*)=0; cos(z,',2,*)=cosw; cos (z,', 2,*)= —sinw ; 
cos (z,',2,*)=0; cos(z,'2,*)=sinw; cos(Z,’,2,*)= cosw. 
Dann berechnet sich ®* aus PB’ gemäß 
[ Piı= Pu, 
P. Pr. 
cos 2@ + 2a, 
= cos2m — P%sin 2w, 


ER 
— Pi2sinw + Pjscoso, 


Py. 
— — sin 2m + P33cos 2, 


+ + Pigsinew. 


. 
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Pi, + Pas P, 
* 
(2,16) 
. 
ER 


- 


3. Spezielle Fälle der Drehung einer Scheibe im Magnetfeld 3 


Die Drehung der Scheibe um ihre Achse werde durch einen © 
Winkel o beschrieben, der in ihrer Ebene gewählt werde; er möge 
von der Projektion einer der Würfelkanten des Kristallgitters aus 
gerechnet werden. Wir wollen hierzu diejenige Würfelkante aus- 
cue wählen, von der der Winkel o gerechnet wird; es ist dies in unserer 
_ Numerierung nach Formel (2,9) die Achse 3. In der durch den 
el o gegebenen Richtung liege jeweils das Feld $. Dann gilt!) 


| cos 0’ = cosa sing,, 
cos (y’ — = — cotg e, cotg o’. 


6 


In dem hier angenommenen Fall, daß das Magnetfeld mit der 
_ Projektion einer Würfelkante des Kristallgitters zusammenfällt, be- 
kommt man für das Drehmoment (da o = 0) 


-ö=- 4g, cos 9, — = sin 2, cos 0, (Pıı— P,,) 


+ {P,, cos 2, cos 9, +sin 9, (P,, sing,—P,, cos 


Da in der letzteren Formel die Komponente P,, des auf das Kri- 
stallgitter bezogenen Spannungstensors nicht vorkommt, so folgt: 
; 4 liegt das Feld in der Projektion einer Wiirfelkante, so ist das ent- 
stehende Drehmoment unabhängig von der parallel zu jener Wiirfel- 
Ar kante wirkenden Normalspannung. Die beiden anderen Normal- 
 spannungen gehen nur in Form ihrer Differenz ein; sind demnach 
die Würfelkanten Hauptachsen des Spannungszustandes, so hängt das 
Drehmoment nur von derjenigen Hauptschubspannung ab, die zu der 
_ Würfelkante gehört, in deren Projektion das Magnetfeld gerichtet 
ist. Es ist ferner ein anschaulich dann naheliegendes Ergebnis, daß 
a für 0, = 90°, mw, = 0, d.h., wenn die aus den Achsen 2 und 3 ge- 


nur die Schubspannung P,, für die Größe des Drehmomentes eine 
Rolle spielt; man kann sich gewissermaßen das Drehmoment erzeugt 
denken durch die an dem magnetischen Feld als Hebelarm an- 
greifenden mechanischen Spannungen. 

Ri Dreht man das Feld um 90° in der Blechebene (¢ = 90°), so 
erhält man jetzt denselben Betrag in der Abweichung des Dreh- 
1) H. Schlechtweg, a. a. O. 


© 
by. 
2 | 
| 
hg 
( ) 
3,2 ‘ 
4 
> 
> 
Er 
. 
bildete Würfe n Spannunge 
A, 
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momentes von dem spannungsfreien Zustand, jedoch mit um- | 
gekehrtem Vorzeichen. 
Aus Gl. (2,3) geht hervor, daß zu einer bestimmten Verteilung 


der 4 Spannungsgrößen Pı— P,,, P,,, Piss Pr, ein bestimmtes 


22? 12? 13? 


Scheibe gehörende System bezogenen Spannungen P}x, so liefern 
die eben betrachteten 4 Spannungsgrößen gemäß Formel (2) vier 
lineare Gleichungen für die sechs Zahlen Pf,, die erfüllt sein 
müssen, wenn sich dasselbe Drehmoment ergeben soll. Es gibt co? 
verschiedene Spannungszustände, die zu demselben Drehmoment führen, 

wenn das Feld in Richtung der Projektion einer Würfelkante Bo 


ZN 


x 


b) Ebenen, die eine Würfelkante enthalten 


+ 
Drehmoment : 


{3, 3) 
P 

— 

Geht man von dem nach den Kristallachsen orientierten Tensor ® 


über auf den mit der Scheibenebene verbundenen Tensor ®*, 
erhält man 


N > 8 P f -P; 4 8 * hell 
= Ö, + = Qe, sin?’ + 2c, (P32 P%3) 
(3, 4) ne 8 p p* p 
„jsin2o +. Ps cos 20. 


Hieraus de man sofort die Gültigkeit des folgenden Satzes: 
Liegt eine Würfelkante in der Blechebene, so ist die Schubspannung P's, 
die in der Blechebene parallel zur Würfelkante wirkt, ohme Einfluß 
aid das Drehmoment. Unter Beachtung, daB hier 


= > (sin 4o + sin? o sin 20 sin? 2q,) 
gilt, findet man folgende Aussage: ist in dem hier betrachteten 
Spezialfall das Drehmoment bei im der Wiirfelkante liegendem 
Feld (o =0) von Null verschieden, so sind in einem Querschnitt der 


E 
rehmo1 t gehört. rachtet ınsbesondere aul das 
R 
OF 
a Es sei 9, = + und nach Formel (3,1) demgemäß go’ = o, Fir, 
- Aus den Formeln (2,13) erhält man dann für das 
5 5 p Pr p 
WAR: 
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Blechebene Schubspannungen (gekennzeichnet durch P33) senkrecht 
zur Blechnormalen wirksam, deren Betrag sich bei Kenntnis der 
elastischen und magnetostriktiven Stoffziffern sofort durch An- 
wendung von Formel (3,4) ausrechnen läßt; sind imsbesondere 
Würfelkante und Blechnormale Hauptspannungsrichtungen, so muß 
P3= 0 sein, wodurch dann auch trotz Anwesenheit der Spannungen 
das zuo=0 gehörende Drehmoment ö den Wert Null hat, was 
mit dem auf 8.710 Bemerkten erwartungsgemäß in Übereinstimmung 
steht. 


Unter den Ebenen, die eine Würfelkante enthalten, interessieren 
speziell die Würfelebene und die Dodekaederebene In dem Fall 
der Würfelebene (y, = 0) erhält man durch das Drehmoment, das 


sich ergibt, wenn das Feld in der Flächendiagonalen (0 = 4) 


liegt, den Wert der Normalspannungsdifferenz Pa — P3;. Allgemein 
gilt: ist die Blechebene identisch mit der Wiirfelebene des Kristall- 
gitters, so kommt nur derjenige Teil des Spannungszustandes zur 
Geltung, der eben ist. 


Liegt die Dodekaederebene (4. = 4) in der Blechebene, so haben 


Ku = dem Koordinatensystem der z,* die in der Blechebene angreifenden 
Schubspannungen keinen Einfluß auf das Drehmoment, wie man aus 
Formel (3,4) sofort folgert, da dann dort außer Pj3; auch Piz nicht 
mehr auftritt. 


4. Die magnetische Bestimmung der Spannungsresultanten 
im allgemeinen Fall 


Wir stellen den durch Formel (2,13b) gegebenen Wert er 
rehmomentes in der folgenden Form dar: 


Ersetzt man in dem für @ geltenden Ausdruck die Be 
des sin und cos durch die betreffenden Funktionen der ganzzahligen 


Vielfachen des Argumentes, so erhält man: 


= sin2_’sino,sin(p, — 
Isl) az cos2.g't + 2 'c080,- 


Aus dieser Darstellung von « sieht man, wie dies schon an 
Formel (2,8) allerdings unter einer gewissen Willkür festzustellen 
war, jetzt zwingend, daß das Drehmoment nur von dem Deviator des 
Spannungstensors abhängt, sofern freilich durch einen etwa vorhan- 


| 
« 2 
q 
- 
k 
a 
4 
~ 
Sn 
Wen 
> 
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4 
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i. denen hydrostatischen Druck nicht die Größe von J.„ geändert 
_— wird?); bezeichnet man den Deviator mit 0, so hat man: 


| = sin 29° sing, sin(y, — (— 3 ,, + 
+ (Q,. — Q,,) sin 29’ coso,, 
B= sing, sin(p, — P)+ 28, cos Q,, 
B, = Q,, sin 20’ sin 2 + 2 Q,, cos 2 9’ cos 
+ 2 Q,, cos 20’ sin gy’, 
B, = Q,, cos 2g’ — Q,, cotg o’ sin y’ + Q,, cotg 0’ cos g’. 


Da aus (3,1) sich errechnet: 


sin — 9,) = 


1 + cos* Qn 


— Zsin?g ,8in + cos2a 5 


— sin 20 C08 0, cos 
— = sin’ 0, cos2 y, + co820 


1 + cos? 9, 
5 cos 2g, 


+ sin 2 ocos sin 2 . 


% 


=— sin 9, sin2o,sin2g, 


+ — 008 2 cos 0, sin 2 
cos 4osing, sin2o0, sin2 9, 
+ (sin _ {sin 4o sin? 0,) 
On - Or ( 
2 


Qs3 sin? 9, — 1 + cos? g,) cos 2 Pa} 


—Aysine, + 2 


1) Versuche, die bei hohen hydrostatischen Drucken (bis 12500 RE 
eine Abhängigkeit der Magnetisierungskurve von hydrostatischem Druck 
zeigen, bei R. L. Steinberger, Phys. Rev. 43. S. 502. 1933 (kurzer Bericht); 
Physics 4. S. 153. 1933. 


i in (4 1) die Veränderlichen Q und leich 
Ferner ist: 


a 


8. 


— 00820 6, sin — Qys COS P,) 


+ cos 4 [Lu sin 20 0082p, + > 
(Qs sing, — COS @,) sin? 

+ sin2o _ Ö,sin®o „sin2g, 

+ cos Q,, sin p,) cos? es} 


1 + cos?g, 


1 
7 sin29,— > 


B, sin? 9, cos 2m, + 26, sinp, — 00 cos sin 2 9, 
| 


cos 2 y, + > 


‘(Qs sing, — Qas cos p,)sin 20, 


sin2e {Q,, cos 0, sin 
(0508 9, + sin g,) sin - 


Somit ergibt sich: 
sin? 0, cos C08 29,+ (Qs sin Pa cos sin 
+ + cos? 9,){Q,, cos 9, cos 2 

sin Fn — Opa cos sin 


1 + og, 
sin | 


Q,, (1 + cos? sin 
— 008 p, + sin p,)sin 2 9, 


{Q,. (1 + cos?o,)sin2g, 


+ sin4o 


(Os cos + Qos sin sin 2 0, 


Unter Berücksichtigung von 

(4 


| 
y 
b er 
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findet man demgemäß für das Drehmoment ö eine Darstellung von 
der Form: 
1 Ss . cos2a cos4o 
5 in?o S(1+ cos?o,) + Ss 
__ sin 2a mi+cos’Mm sin 4¢ ‚n sin? 9, 
@ (a) 2 @ (9) 


Yu (1 + cos* 9,) cos 2m, + 3 sin?o, > 


12 (1 + cos?o,)sin2g, — 
+ Q,,sing,)sin20,}. . 

Die soeben erhaltene allgemeine Formel für das Drehmoment 3 
läßt sich noch durch Umrechnung erheblich vereinfachen in die Form: 
(4, 5) 28c0s20 — Tsin2o. 

Während also bei Drehung eines Einkristalls im Magnetfeld im 
allgemeinen die ohne Spannungszustand erhaltenen Kurven ö(o) die 
Periode n/2 enthalten‘), wird durch den Spannungszustand ‘eine 
Periode x überlagert. 

Amplitude und Phase des von dem Spannungszustand her- 
rührenden Anteiles des Drehmomentes werden durch die gemäß 
Formel (4,4) bestimmten Größen S und T bestimmt. Denkt man 
sich den Tensor ® der Spannungsresultanten auf Hauptachsen trans- 
formiert, so befindet sich auch © auf der Diagonalform. Die zwei 
Größen S und T hängen dann nur noch von den drei Diagonal- 
gliedern von © ab sowie den zwei Winkeln, die die Lage des 
Hauptachsenkreuzes gegenüber den Würfelkanten des Kristallgitters 
beschreiben. Sind also die Richtungen der aus den Spannungs- 
resultanten gebildeten Hauptspannungen bekannt, so liefert die ver- 
suchsmäßige Ermittlung von S und T zwei lineare Gleichungen für 
die dann noch verbleibenden drei Komponenten von 9; eine dritte 
Gleichung liefert die Bedingung des Verschwindens der linearen In- 
variante: 


5 


=0. 
I 

Bei bekannter Lage des Hauptachsenkreuzes der Spannungsresul- 
tanten lassen: sich demnach aus dem im Magnetfeld auftretenden 
Drehmoment die Spannungsresultanten, abgesehen von en auf einen 


ant 


her 
& 
FR = “ 
{rs cos 0 Qs sın 
= (4, T 
3 
2 
Bi 
PR | 
| 
u 
we 
g 
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Kugeltensor, d. h. z. B. hydrostatischen Druck, zurückgehenden Anteil, 
bestimmen. 

Die explizite Ausrechnung der Spannungsresultanten soll im 
folgenden noch für den praktisch am meisten interessierenden Fall 
durchgeführt werden, daß der wie in den Formeln (2,17) auf die 
 Blechebene bezogene Spannungstensor eben sei, d.h. 

(4, 6) Pı=Pa=Ps=0. 

Zuvor sollen jedoch. noch in völliger Allgemeinheit die Trans- 
formationsformeln für den Deviator © in einer für den vorliegenden 
Zweck etwas handlicheren Form, als sie durch (2,15) sich darstellt, . 

Qu=|- —g— cos? + Q% sin? | 
— Qis 2 0, cos? + cos 0, — sin 0,)sin 2 
„ | 


—=—— cos 2 en) sin?y„+ cos? g, 


— 008 On — Qfosing,)sin2gn, 


_ sin 2 0, COB 


— Qis cos 2 0, COS 9, — (Y33 sin On + COS On) SID 
* 
Q23 = _ sin 2 0, Sin 


— Qis cos 2 9, 81D + sin 9, + COB On) COS Fn, 


cos 2 sin 2, sin 2 


Qı: 4 4 


* 
13 


2 
Also: 
- | 
Q2 — Qu = 2 — Cos 2 


+ bid sin 2 0, cos 2 9, — 2 cos 0, — Qiz sin sin 2 Pn 
gilt gemäß (2, 17): 
- 


sin 2 0, sin 2 m, — (Q33 CO8 On — sin Op) COS 2 @,. 


cos 2 — Qos sin 2a, 


- 


= — + — 00820 + 


» 
ks 
arg 
4 
81D 2 Oy SIN” | 
— 
: 
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- Wir kehren nunmehr zur Betrachtung des durch (4,6) definierten 
ebenen Spannungszustandes zurück und denken uns von jetzt ab 
durch geeignete Wahl des Winkels & Hauptachsen eingeführt, so daß 

 Ös=0 zu setzen ist. Die in Ausdruck S und T, gemäß Formel (4, 4), 


eingehenden Deviatorkomponenten errechnen sich dann in folgender 


2 — Ou = — Qi: sin? cos 2 
+ — Gag sin 2, sin2«) 
‚1+3c0s2g, Og 
4 


sin?o, cos 2@, 
4 Qu sin 2 cos g,, 

| 1 

2 2 

7 Qu sin 2 sing, 
1 
sin 2 9, sing, cos 2 — sin 9, cos g, sin 2@ | 
Qu sin?o, sin 2g, 


0; — 3+cos20, . > ai 


Es mögen nun noch S und T für diesen Spezialfall ausgedrückt 
werden durch Ö und Ö%— 043; dies führt auf 


S= sin 9, sin 2g, sin 


3, 36) 8 


26, 26 
8 2 
4 3%, cos?o, sin?2y,sin2® 


Ag 
+ (008° 0, cos?2g, + sin’ o,)sin 2 @ 


T= + cos? o,)sin?o, cos? 2g, + 


. 
+2, sin*e, sin? 2 9, | 


1+3cos29, p 3 


om 8 p 


in? gins ol 
sin? cos 2 @ + zn 20, cos2a| 


Weis 
ER 
ok 
= 
Sin 4 cos 2 w 
Er 


Sind s sail T der Beobachtung gemäß (4,5) entnommen, so BR 
man bei ebenem Spannungszustand und bekannter Lage des Achsen- 
kreuzes aus (4,7) zusammen mit |O] = 0 den Deviator der Spannungs- 
resultanten ermitteln; man kann auch direkt die praktisch meist 
interessierenden Hauptschubspannungen berechnen gemäß: eg 


3 
+79 


5. Eigenspannungen 


Der Einfluß von Eigenspannungen läßt sich in bequemer Weise 
unter den von Reissner angegebenen Gesichtspunkten verfolgen '). 
Des einfacheren Verständnisses halber sollen die Reissnerschen 
Überlegungen, soweit sie für den vorliegenden Fall von Interesse 
sind, hier kurz wiederholt werden, und zwar zunächst für den Spezial- 
fall des isotropen Körpers. Es sei © der aus dem Verschiebungs- 
vektor | in üblicher Weise abgeleitete Verschiebungstensor und ® der 
Tensor des Spannungszustandes; der Tensor © werde von einem 
idealen Anfangszustand aus gerechnet, der erreicht ist, wenn keine 
Eigenspannungen vorhanden sind; das Hookesche Gesetz wird dann in 
der folgenden verallgemeinerten Form angesetzt (u = Querkontraktions- 
koeffizient, E = Elastizitätsmodul, € = Einheitstensor, 


= - >», = Spur des Tensors 


i=l 


S=6,— 


ue ©, ist dabei der Tensor einer bleibenden, die Eigenspannungen ver- 


ursachenden Formänderung, deren Komponenten als Anfangsdefor- 
mationen oder Spannungsquellen bezeichnet werden kénnen, und 
denen man nach dem gewöhnlichen Hookeschen Gesetz einen 
Spannungstensor ®, zuordnen kann, dessen Komponenten als Quell- 
spannungen bezeichnet werden. Bezeichnet man die Operation der 
Anwendung des Hookeschen Gesetzes für den Augenblick mit 9, 


69 GS + HB = HB) + OB + 


1) H.Reissner, Ztschr. f. angew. Math. Mech. 11. S. 1. 1931. 
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me Man kann nun dem Verschiebungstensor © nach dem gewöhnlichen 
Hookeschen Gesetz Spannungen Pr zuordnen, die 
nungen bezeichnet werden können; d.h. 


(6,3) Br=B+B. 
Es gilt dann das Fépplsche Minimalprinzip 


0 


für jede Variation des Verzerrungszustandes, die mit den äußeren 
Bedingungen verträglich ist. Da sich, wie eben gezeigt, P nach dem 
gewöhnlichen Hookeschen Gesetz, also insbesondere in linearer 
Weise, durch S — &, ausdrücken läßt, so ist (BOG) darstellbar als 
Variation einer in den Komponenten von © — ©, quadratischen Form. zer 
Diese letztere Tatsache bilde für die nun folgenden Überlegungen den 
Ausgangspunkt. 

‘ Die Übertragung vom isotropen Körper auf dem Kristall erfolge 
hier daß in dem (2, 5) der Tensor © durch 


in dem Thinttsttaheninis (2,7) bzw. 2, Ta) vorzunehmen; in (2,7a) kann 
a ies man folglich auch so verfahren, daß man © ungbändert läßt und ® 
ersetzt durch B+®, = Pr. Die gesamte weitere Rechnung voll- Re 
zieht sich dann so, daß überall der Spannungstensor ® durch die FE) 


nt fingierten Spannungen Pr zu ersetzen ist. 


Magnetfeld mißt man demnach 


[Brav - 
Da aus Gleichgewichtsgriinden 


fRav=o 


Dreht man also eine mit Eigenspannungen behaftete Scheibe im SR 
feld, so mißt man mit dem Drehmoment das Mittel der Quellspannungen. 

Hat man durch magnetische Messungen, wozu z.B. die Parallel- 
komponente der Magnetisierung evtl. besser benutzt werden kann als 
die Normalkomponente, da sie Mittelwerte über den Querschnitt und 
nicht über das Volumen liefert, den Tensor P; ermittelt, so wegen 


. 
; ~ 
: | 
| 
128 
ing 
4 
fenspannungen behafteten Scheibe im 
¢ 
muB, s 
a 
> 
j 
div = 0 


r 


als Differentialgleichung fir ®, 

div $, = div Pr 
mit der Oberflächenbedingung (n = Oberflächennormale) 
| 


ist wegen der Abwesenheit äußerer Kräfte. Hat man ®, auf diese 
Weise berechnet, so folgt der Spannungszustand aus £ 
B= Br —F,- 

Aus diesen, wenn auch noch etwas skizzenhaften Darlegungen 
sieht man jedenfalls, daß man in bezug auf die magnetischen Eigen- 
schaften bei Anwendung dieser Reissnerschen Betrachtung wohl 
unterscheiden muß zwischen der Wirkung von Eigenspannungen und 
der Wirkung von durch äußere Kräfte erzeugten Spannungen. Es 
liegt daher die Vermutung nahe, daß der vermeintliche Widerspruch, 
der zwischen der magnetischen Spannungsbestimmung und der rönt- 
genographischen Spannungsmessung bestehen solle'), hierin seinen 
tieferen Grund haben kann, wobei allerdings zu beachten ist, daß 
die von W.E. Schmid und E. A. W. Miller’) zur Spannungsmessung 
benutzte Messung der Linienbreite noch etwas problematisch er- 
scheint”). Es erscheint in diesem Zusammenhang bemerkenswert, 
daß durch die Rechnung von Kersten!) auch die Beeinflussung des 
Temperaturkoeffizienten des Elastizitätsmoduls, die von Eigenspan- 
nungen herrührt, nicht richtig wiedergegeben wird?). 

1) M. Kersten, Ztschr. f. Phys. 82. S. 723. 1933; W. E. Schmid u. 
E. A. W. Müller, Ztschr. techn. Phys. 16. S. 161. 1935; Kersten, Ztschr. 
f. 


. Phys. 85. S. 708. 1933. 
2) F. Wever u. H. Möller, Arch. f. d. Eisenhüttenwes. 9. S. 47. 1935. 


3) W. Güttner, Diss. Göttingen 1936. 
s a Essen, Versuchsanstalt der Fried. Krupp A.-G., im Dezember 1936. 
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Zur Theorie der geladenen Elementarteilchen 


Einleitung und Zusammenfassung 


Oty 


ER Es soll im folgenden der Versuch gemacht werden, die bekannte 
Diracsche Theorie des Elektrons und Positrons!) so zu erweitern 
daß sie auch die geladenen Elementarteilchen großer Masse, das 
Proton und das Antiproton (Proton mit negativer Ladung), mit um- 
faßt. Auf die Möglichkeit einer derartigen Verallgemeinerung hat 
zuerst A. S. Eddington?) hingewiesen. Eddington stellt für die 
kräftefreie Bewegung von Elektronen und Protonen in einer wesentlich 
geometrisch-kosmologischen Form eine Wellengleichung zweiter Ordnung 
auf, welche neben den Diracschen Spinmatrizen die Operatoren der 
Energie und Impulskomponenten quadratisch enthält, und bestimmt 
die numerischen Koeffizienten der Wellengleichung auf Grund all- 
gemeiner kosmologischer und wellenmechanischer Überlegungen in 
solcher Weise, daß sie das empirisch bekannte Massenverhältnis 
von Proton und Elektron in Übereinstimmung mit der Erfahrung 
wiedergeben. 

Obwohl die geistvollen Spekulationen Eddingtons die Ver- 
anlassung zu den folgenden Ausführungen gegeben haben, sind diese 
von den kosmologischen Überlegungen Eddingtons doch ganz un- 
abhängig. Wir übernehmen lediglich den Gedanken, daß die funda- 
mentale Wellengleichung, deren Eigenlösungen Elementarteilchen mit 
Elektronen- oder Protonenmasse entsprechen sollen, von zweiter Ordnung 
sein müsse und knüpfen demgemäß in §1 an eine naheliegende, hin- 
sichtlich der Energie- und Impulsoperatoren quadratische Erweiterung 
der linearen Diracgleichungen an, wobei wir aber die Massenglieder 
für die Elementarteilchen als empirisch gegeben ansehen. Unsere 
Überlegungen gruppieren sich wesentlich um die Frage, in welcher 
Weise sich diese Wellengleichung bei Einbeziehung eines beliebigen 


1) P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A. 117. S. 610. 1928; 118. S. 351. 1928; 
vgl. auch „Die Prinzipien der Quantenmechanik“, S. Hirzel 1930, Kap. 13. 
2) A.S. Eddington, Proc. Roy. Soc. A. 133. S. 605. 1931; 134. S. 523, 
1931; 143. S. 327. 1984. — Vgl. insb. Gl. (6,1) in 134. S. 529. 
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äußeren elektromagnetischen Feldes (bzw. elektromagnetischen Poten- 


tials) in sinngemäßer Weise verallgemeinern läßt. Diese Untersuchung 
muß auch eine Antwort auf die Frage nach den „Eigenschaften“ 
der Elementarteilchen — sowohl hinsichtlich ihrer groben pondero- 
motorisehen als auch. vor allem der feineren Spineigenschaften 
(magnetisches Moment der Elementarteilchen) — enthalten, da diese 
Eigenschaften nur bei der Wechselwirkung mit elektromagnetischen 
Feldern in Erscheinung treten können. Bei diesen Überlegungen 
erweist sich der invariantentheoretische Gesichtspunkt als grundlegend. 
In der Tat zeigt es sich, daß die Forderungen der relativistischen 
und Eichinvarianz (neben trivalen Forderungen) die möglichen Wellen- 
gleichungen zweiter Ordnung bis auf höchstens eine Konstante (im 
folgenden als £ bezeichnet) festlegen (§ 2). 

Bei dem Versuche, die Vorstellungen der Diracschen „Löcher- 
theorie“ auf die geladenen Elementarteilchen mit verschiedener Ruh- 
masse anzuwenden, wird man fast zwangsläufig zu einer dualen Auf- 
fassung geführt: Es ist ebensowohl möglich, ein beliebiges geladenes 
Elementarteilchen (Proton, Elektron, Positron oder Antiproton) als 
im Sinne des Paulischen Prinzips einfach besetzten Zustand positiver 
Energie aufzufassen, als es auch möglich ist, dasselbe Elementar- 
teilchen als ein „Loch“ innerhalb der Übermacht der „sonst“ besetzten 
Zustände negativer Energie zu deuten (§ 3). In diesem Sachverhalt 
kommt eine völlige Symmetrie unseres Schemas der Zustände und 
Übergänge für die Elementarteilchen zum Ausdruck. Aus dem 
Schema geht auch hervor, daß in Kraftfeldern Übergänge zwischen 
Teilchen gleicher Ladung und verschiedener Masse (z. B. Proton in 
Positron) sowie Zerstrahlungsvorgänge zwischen Teilchen ungleicher 
Ladung und ungleicher Masse (z. B. Proton und Elektron) statt- 
finden müssen. Auf die genauere Abschätzung der Wahrscheinlichkeit 
dieser Vorgänge beabsichtigen wir zurückzukommen. 

In §§ 4 und 5 behandeln wir die Anwendung der allgemeinen 
Theorie auf. die Bewegung von Elektronen und Protonen in einem 
homogenen Magnetfeld und im zentralsymmetrischen Coulombfeld 
(Kepler-Problem). Diese speziellen Rechnungen verfolgen vor allem 
den Zweck, über die magnetischen Eigenschaften des Protons (und Anti- 
protons) Aufschlüsse zu erhalten. In der Tat ergibt sich, daß sich das 
magnetische Moment des Protons im allgemeinen „anomal“ verhält, d. h., 
daß es im allgemeinen nicht gleich einem Kernmagneton ist, und daß 
ferner die Größe des magnetischen,, Eigenmoments“ im Falle des homo- 
genen Magnetfelds und des Coulombfeldes verschieden ausfällt. Es 
scheint uns daher richtiger, von einem „scheinbaren magnetischen 
Moment“ des Protons zu sprechen. Der Wert des scheinbaren magne- 
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a tischen Moments des Protons hängt wesentlich von der noch unbestimmt 
= gebliebenen Konstante £ in der Wellengleichung ab. Die Annahme er- 
scheint plausibel, daß ¢ nur die Werte + 1 oder — 1 besitzt — nur einer 


dieser Werte soll möglich sein —, doch kann diese Annahme aus 


den Invarianzeigenschaften der Wellengleichung allein nicht begründet 
werden (§§ 1 und 2). Der spezielle Wert ö= +1 erweist sich in 


_ Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen von Kellogg, 
Rabi und Zacharias’) über das Verhalten des Protons im Magnet- 


‘an felde: Der theoretische Wert fiir das magnetische Moment des Protons 


der Größenordnung des Massenverhältnisses von Proton und Elektron) 
genau 3 Kernmagnetonen, während die bisher genauest gemessene, aus 


des Wasserstoff-Grundzustandes 2,85 + 0,15 Kernmagnetonen ent- 
spricht!). Im Gegensatz hierzu verhält sich das magnetische Moment 
es des Protons im Coulombfeld (ebenfalls bis auf sehr kleine Glieder) 
Er „normal“, d. h. es ist theoretisch genau gleich 1 Kernmagneton. 
_ Experimentell scheint allerdings kaum eine Möglichkeit zu bestehen, 
dieses Ergebnis an der Erfahrung zu prüfen. — Andererseits verhält 
. 3 das Elektron, von den sehr kleinen Korrektionsgliedern von der 
a Größenordnung des Massenverhältnisses abgesehen, entsprechend der 


allen die Quantenelektrodynamik und eine nochmalige Quantelung 
des Wellenfeldes betreffenden Fragen ist vorläufig abgesehen worden, 


Es ist daher verständlich, daß unsre Überlegungen, obwohl sie eine 
Verallgemeinerung der Diracschen Theorie des Elektrons und Posi- 


Rechenschaft geben. Doch möchten wir — immerhin mit großem 
Vorbehalt — die Vermutung äußern, daß eine zweite Quantelung 
_ des durch die Wellengleichung beschriebenen Wellenfeldes vielleicht 


1) J.M.B.Kellogg, I.I.Rabi u. J.R. Zacharias, Phys. Rev. 50. S. 396 
| u. 472. 1936. — Vgl. auch die früheren Messungen von R. Frisch u. O. Stern, 
Zschr. f. Phys. 85. S.4. 1933; O. Estermann u. O. Stern, Ztschr. f. Phys. 85. 
8.17. 1983; I. L Rabi, J. M. B. Kellogg u. J.R. Zacharias, Phys. Rev. 46. 
8.157. 1934. 
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Diracschen Theorie, wie allgemein aus dem Aufbau unserer Wellen- saa 
bef gleichung zu erkennen ist. Die Abweichungen von der Sommer- ees 
 feldschen Feinstrukturformel sind daher so gering, daB eine experi- ee 
mentelle Entscheidung zwischen den Theorien nicht möglich erscheint. 
Die Überlegungen in dieser Arbeit betreffen zunächst nur die En 4 
Aufstellung und Diskussion der grundlegenden Wellengleichung. Von a 
3 
darstellen dürften, doch ı as volle Problem der Elementar FR = 
teilchen umfassen, was sich vor allem darin zeigt, daB sie von der SUR, 5 
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zu einer Theorie auch der ungeladenen Teilchen hinführen könnte. 
Jedenfalls glauben wir Anzeichen dafür zu besitzen, daß bei einer 
zweiten Quantelung unter Umständen eine Kompensation von Ladungen 
auftreten kann, welche vielleicht auf die Existenz ungeladener Teil- 
chen hinweist. [Dieser Hinweis ergibt sich aus der Kontinuitäts- 
gleichung für die Strom- und Ladungsdichte, welche sich aus der 
Wellengleichung ableiten läßt!).] Es ist ferner zu betonen, daß es 
sich im folgenden stets um das Einteilchenproblem handelt (wobei das 
betreffende Teilchen irgendeines der vier geladenen Elementarteilchen 
sein kann). Der natürliche Weg, der von hier zum Problem vieler 
Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen (z. B. Fermi-Kräfte 
beim /-Zerfall) führt, ist aber wieder die Methode der zweiten 
Quantelung. Schließlich ist es denkbar, daß die bisherige Lücke 
bei der Aufstellung der Wellengleichung hinsichtlich der noch un- 
bestimmt gebliebenen Konstanten £ durch Quantelung der Wellen- 
felder ausgefüllt werden kann). Wir hoffen auf einige dieser Fragen 
später eingehen zu können. 


$1. Vorläufiges zur Wellengleichung des Protons und Elektrons 


Wir betrachten zunächst die kräftefreie Bewegung von Protonen 
und Elektronen. Wir wollen annehmen, daß für diesen Grenzfall 
die Diracschen Gleichungen für das Elektron auch auf das Proton 
übertragen werden dürfen, falls man nur die Elektronenruhmasse m 
durch die Protonruhmasse M ersetzt. Diese Annahme erscheint 
möglich, da Beugungsversuche an Protonenstrahlen die de Brogliesche 
Beziehung 4 = p/h zwischen Wellenlänge 4 und Impulsbetrag p be- 
stätigt haben, welche ihrerseits als eine Folgerung aus dem Dirac- 
schen Ansatz angesehen werden kann. Seien®) , und wy, die Wellen- 
funktionen für Proton und Elektron, so sollen demnach y, und w, 
je Lösungen der in den Operatoren der Energie und der Impuls- 
komponenten linearen Wellengleichungen 


(1,1) (2-Ny,=0, (2Q—y7)y, =0 


darstellen, wobei der Operator 2 durch ET ET 
aie 
1 


1) In dieser Arbeit nicht mitgeteilt. eh 
2) Vgl. hierzu G. C. Wick, Atti Lincei, 21. S. 170. 1935; C. F. v. Weiz- 
sicker, Ztschr. f. Phys. 102. S. 572. 1936. 
3) Im folgenden bedeuten die Indizes P und e stets Proton bzw. Elektron, 


ferner p und E Positron bzw. Antiproton (negatives Proton). 


x. 
ye 
> 
> 
- - 


die Konstanten T und y durch 
(1,3) ’ 
definiert seien und die «, die bekannten Diracschen Matrizen sind, 
welche die Bedingungen Bee 
(1,4) a, a, + a, a, = 0 

(k,l = 1, 2, 3, 4) 
erfüllen. Die Gl.(1) sind nach (2) in den raumzeitlichen Koordinaten 
(1,5) 2, ¥, = = 2, =ict 


bzw. in den Impulsen 
(1,5b) P; = Par Ps = Py Ps = P.» 


völlig symmetrisch angesetzt, wobei die klassischen Impulsgrößen Dy 
beim Übergang zu den entsprechenden wellenmechanischen Operatoren 


allgemein, d.h. für k = 1 bis k=4 einschließlich, durch 


0 x, 
ersetzt sind. (Auf die Reellitätsverhältnisse gehen wir in § 2 näher 
ein.) Betrachtet man nun statt (1) die in den Operatoren p, qua- 
dratische Wellengleichung 


(1,6) (Q—T)\(2Q—yy=9, 


so sind die Lösungen von (6) — Eigenwerte und Eigenfunktionen — 
wegen der Vertauschbarkeit der in den Klammern stehenden Opera- 
toren mit den Lösungen der beiden linearen Gleichungssysteme 
identisch. Insbesondere sind die Eigenwerte der Energie —__ 


E = +p. 
(17 bzw. 


| = +7, , 


wobei jedem Tripel p,’, p,', Py’ bzw. p,”, Py” eine ebene (Dirac- 


sche) Protonen- bzw. Elektronenwelle mit diesen Konstanten als 
_ Eigenwerten für die Impulskomponenten zugeordnet ist. Das Eigen- 
wertspektrum der Energie, welches nach (7) in vier Energiebänder 
zerfällt, besitzt demnach Raum für die Existenz von viererlei Elementar- 
_ teilchen: Proton, Elektron sowie ihre „Spiegelbilder“: Positron und 
_ Antiproton (negatives Proton). Die Zuordnung dieser Elementar- 
teilchen zu den einzelnen Energiebändern kann sich aber erst aus 
der Untersuchung des Verhaltens der durch die Wellengleichung 
beschriebenen Teilchen in äußeren Feldern ergeben. 

Obwohl der Ansatz (6) somit im Ergebnis nicht über die An- 
sätze (1) hinausführt, ist für unsere Auffassung doch der Umstand 


; 
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entscheidend, daß gemäß (6) die Wellenfunktionen w fir alle geladenen 
Elementarteilchen einer einzigen Wellengleichung zweiter Ordnung 
genügt. Daß sich aus diesem Umstand allein schon eigenartige 
Folgerungen ergeben, welche auf das Problem der Elementarteilchen 
einiges Licht zu werfen versprechen, zeigt sich schon bei einem 
ersten Versuch, die Wellengleichung (6) durch Einbeziehung elektro- 
magnetischer Felder zu erweitern. Eine derartige naheliegende 
Verallgemeinerung von (6) soll zunächst in formaler Anlehnung an 
die gewöhnliche lineare Diracgleichung für das Elektron versucht 
werden. Obwohl sich auf diesem Wege die vermutliche Gestalt 
der Wellengleichung noch nicht ermitteln läßt — sondern erst 
durch ergänzende Überlegungen über die zu fordernden Invarianz- 
eigenschaften der Wellengleichung (8 2) —, gewähren diese vorläufigen 
Überlegungen doch schon einen Überblick über die für Wellen- 
gleichungen zweiter Ordnung charakteristischen analytischen Aus- 
drücke, an welche wir im folgenden dann anknüpfen werden. 

Der Übergang von der kräftefreien Bewegung eines mit der 
Ladung e ausgestatteten Teilchens zur Bewegung in einem elektro- 
magnetischen Felde kommt in der Hamiltonfunktion der klassischen 
Dynamik bekanntlich in der Ersetzung der Impulskomponenten p, 


durch p, — = gy, zum Ausdruck, wenn die g, die Komponenten des 
Viererpotentials darstellen: 

(1,8) gy, = U,, gy, = A,, = U,, = 

A Vektorpotential, V skalares Potential). Ausgehend von (6) scheint 


es daher naheliegend, diese Wellengleichung fiir den Fall elektro- 
magnetischer Kräfte in der Form 


(1,9) 
zu erweitern, wobei 


4 : 
e € 
(1,10) = 2 


ferner 2 ein noch unbestimmter Zahlenfaktor ist, der erst später 
festgelegt werden soll und der von 1 jedenfalls nur sehr wenig ver- 
schieden sein kann. Die linke Seite von (9) scheint der Asymmetrie 
der Elementarteilchen Proton und Elektron in einfacher Weise 
Rechnung zu tragen. Andrerseits wird die rechte Seite von (9) 
durch die Nichtvertauschbarkeit der linksstehenden Klammern (wegen 
des verschiedenen Vorzeichens des Gliedes 14 ®) nahegelegt, wobei 
F ein Operator ist, der von 2 und ® abhängen wird. Würde man 
nämlich auf der linken Seite die Reihenfolge der Faktoren ver- 
tauschen, so müßte man zur Kompensation auch die rechte Seite 


fh 7 > 
£ 
3% 
L 
ET: 
| 
be 


entsprechend abändern. Hält man also an dem Ansatz (9) fest, so 
fragt es sich, wie F in möglichst willkürfreier Weise bestimmt 
werden kann. 

Es ist naheliegend, zu vermuten, daß die Form der Wellen- 
gleichung erhalten bleibt, wenn man auf der linken und rechten 
Seite von (9) die Reihenfolge der Faktoren im Operator umkehrt. 
Hierbei wird der Ansatz von der Reihenfolge der angeschriebenen 
Faktoren des Operators der Wellengleichung unabhängig. Wir 
fordern daher, daß neben (9) auch 


(1,9) -iO-Nu=Fw 
gelte, wobei das Zeichen » auf die Umstellung der Faktoren in F 
hinweist (nicht zu verwechseln mit der Transposition -)'). Aus (9) 
und (9) ergibt sich nunmehr durch Subtraktion die Funktional- 
gleichung für F: 

F-F=- 211 02-20 
mit den beiden wesentlichen Auflösungen: 
(1,11a) 211 P2+C, 
(1,11b) 
in denen C und D Operatoren bedeuten, welche gegeniiber Um- 
stellung der Faktoren invariant sind: 


n 


(1,11’) C=C, D=D. 

Vereinigt man das durch Ausmultiplizieren der linken Seite 
von (9) entstehende Glied 14(0 2 — 2%) mit F auf der rechten 
Seite, so erbält man nach (11a) und (11b): ; 
(1,12a) 

(1,12b) +744(204+ 0Q)4+ D. 
Nunmehr ergibt sich aus (2) und (10) nach einfacher Zwischen- 
rechnung unter Beachtung von (4): DEREN 


F+i.OR2- 20 = 


113) 204+ 02 =2(@, Grad) + Saye, Fy; 


k>l 


dabei bedeuten ® einen Vierervektor mit den Komponenten: 


e 
Fe Pu Pr Fs» Ps)» 


1) Die Wellengleichung (9’) hat nichts mit der konjugiert-transponierten 
Wellengleichung zu (9) zu tun, wie in einer vorläufigen Mitteilung des Verf. 
zu dieser Arbeit irrtiimlicherweise behauptet wurde (Naturw. 24. S. 637. 1936). 
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sie Grad den vierdimensionalen Gradienten; ferner ist F,, die (kl)-Kom- 
_ ponente des Flächentensors des elektromagnetischen Feldes, welcher 


mit dem Viererpotential 9 durch 


dm 
oe verknüpft ist. Setzt man schließlich (13) in (12a) bzw. (12b) ein, 
erhält man aus (9) nach Ausmultiplizieren der Klammern die Wellen- 
gleichung: 

| 
| 


(1,15) 


mit 


(1,16) 


k>l 
wenn wir C und D weiterhin in der Bezeichnung nicht mehr unter- 
scheiden. Das Vorzeichen des zweit- und drittletzten Gliedes, 
sowie der Operator C und die Konstante A bleiben vorläufig noch 
unbestimmt. 

x Es könnte naheliegend erscheinen, C so zu wählen, daß damit 
der drittletzte Term in (15) gerade aufgehoben wird, also zu setzen: 


C = +2i1(d, Grad). 


Diese Wahl wäre einerseits im Einklang mit (11’), da entsprechend 
der Lorentzschen Zusatzbedingung für on Feld 


angenommen werden kann. Andererseits möchte sie vielleicht in- 


sofern gerechtfertigt erscheinen, als der Term F 2iA (@, Grad) zu 
_ einer Energiestörung Anlaß gibt, welche jedenfalls für Protonen 
(and Antiprotonen) von derselben Größenordnung ist wie der Term 
— 1A(I'— y)@®, der in erster Linie für die makroskopische Beein- 
flussung der Teilchen durch elektrische und magnetische Felder 
verantwortlich zu machen ist, d. h. von ganz anderer Größenordnung 
als die eigentlichen Spinterme von derselben Größenordnung wie S. 
Trotzdem kann diese Wahl nicht befriedigen, wie die physikalischen 
_ Überlegungen des folgenden Paragraphen zeigen. 

Diese vorbereitenden Überlegungen haben vor allem den Zweck, 
den Vorrat an analytischen Ausdrücken überblicken zu lassen, die 
=: Fi Wellengleichungen zweiter Ordnung charakteristisch sind und 
die wir im raten benötigen werden. Obwohl die Ausdrücke (9) 
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} 


und (9) in einfacher Weise der Ladungsasymmetrie der Ele- 


H. Hönl, Zur Theorie der geladenen Elementarteilchen 729 


mentarteilchen Rechnung zu tragen scheinen, wird sich doch die 
Notwendigkeit herausstellen, dieses Problem in wesentlich anderer 
Weise in Angriff zu nehmen. 


§ 2. Lorentz- und’ Eichinvarianz. 
Diskussion physikalischer Schwierigkeiten 
bei der Durchfiihrung des Prinzips der Eichinvarianz 

Wir wollen in diesem Paragraphen Wellengleichungen zweiter 
Ordnung vom Typus (1,15) unter invariantentheoretischem Gesichts- 
punkt betrachten, d.h. allgemein die Bedingungen ihrer Lorentz- 
und Eichinvarianz untersuchen. Diese Bedingungen schrinken die 
Auswahl der zulässigen Wellengleichungen zweiter Ordnung (qua- 
dratisch in den Impulskoordinaten) nochmals weitgehend ein und 
führen zu einer von dem Vorschlag zu Ende von $ 1 abweichenden 
Bestimmung von C. 

Während sich das Relativitätspostulat (Lorentzinvarianz) im 
Rahmen der fiir das Diracsche Elektron bekannten Transfor- 
mationen ohne weiteres durchführen läßt, führt die Forderung der 
Eichinvarianz (z. B. schon die Forderung, daß die durch die Wellen- 
gleichung beschriebenen Eigenschaften der Elementarteilchen von 
den Absolutwerten der elektromagnetischen Potentiale unabhängig 
sein sollen) zu eigentümlichen Schwierigkeiten, welche jedoch für 
jede Theorie, die Ladungsträger verschiedenen Vorzeichens umfaßt, 
charakteristisch sind. 

a) Lorentzinvarianz. Das Postulat der Lorentzinvarianz ver- 
langt die Erhaltung der Gestalt der Wellengleichung bei ortho- 
gonalen Drehungen der Weltachsen z,, &,, £,, z, (Lorentztransfor- 
mationen. Führen wir daher neben den ursprünglichen Welt- 
koordinaten 2, ein gestrichenes orthogonales Koordinatensystem 2,’ 
ein, welches mit den z, durch die linearen Gleichungen 


, 
k 


verbunden ist, so ist zunächst wegen der Orthogonalitit der ge- 
strichenen und ungestrichenen Weltachsen: 


(2,2) > >. = Om 
k 


l 


zu fordern. Ferner seien die Komponenten der Wellenfunktion y’ 
im neuen Koordinatensystem mit den Komponenten von w im ur- 
sprünglichen System ebenfalls linear verknüpft; wir setzen daher: 


vi 
x 
“2 
kK 
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_ wobei die Transformationsmatrix T ebenso wie die Diracschen «, 
eine vierreihige Matrix ist, die von den c, in einer noch zu be- 
 stimmenden Weise abhängt. Wir knüpfen im folgenden zweck- 
mäßig an die Wellengleichung in der Gestalt (1,9) an. Dann ist 


_ transformierten Größen stehen, bei Anwendung der Transformations- 
_ gleichungen (1) und (3) auf die ursprüngliche Wellengleichung (1,9) 
 zurückführt. Gl. (4) kann mit Rücksicht die 


sowie die Bedeutung von F, vgl. (1,11a) bzw. (1,11b) nach links- 
 seitiger Multiplikation mit T—! ausführlich geschrieben werden: 


aa, | + Tw 


iS steht zugleich für D’. Man sieht nun unmittelbar, daß aus (5) 
die W Bye (1,9) folgt, falls man verlangt, daß 


n 


oder auch wegen (2), daß 


3 (2,6b) T~ T = 2% T= 


? ist; ferner ergibt sich a C die neue Bedingung: 
=C. 

Was zuniichst die Bestimmungsgleichungen (6a) bzw. (6b) für 

_ T anlangt, so sind diese dieselben wie in der Diracschen Theorie 


: 
4 
Icher überall ste ıtsprechendeı 4 
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des Elektrons. Ihre Auflösbarkeit, d. h. die Existenz einer Matrix T Aa 
bei vorgegebenen ¢,,, folgt wie dort, da die rechten Seiten von (6b) Sth 


wegen (2) dieselben Vertauschungsrelationen erfüllen wie die «,, : 
allgemein aus der Eindeutigkeit der irreduziblen Darstellung der a, 
(bis auf Aquivalenz)!). 

Für C haben wir bisher nur die Bedingungen (1,11’) und (7). 
Was (7) betrifft, so ist zunächst die einfachste Annahme, daß C 
eine invariante Bildung ist, in welcher die «, nicht mehr vor- 
kommen (C=C’). Von solcher Art ist jedes Linearaggregat aus 


(28) Q2=(Grad, Grad), @*=(@,6), i(@, Grad). 


Für alle diese Ausdrücke ist auch (1,11’) erfüllt. Die Lorentz- 
invarianz der Wellengleichung (1,15) wird daher nicht verletzt, wenn 
man ein beliebiges derartiges Linearaggregat (mit reellen Koeffizi- 
enten) zum Operator der Wellengleichung hinzuaddiert. Es ist 
andererseits zu beachten, daß (1,15) im Grenzfall verschwindenden 


äußeren Feldes (Limes d> 0) in die Wellengleichung (1,6) für die 
kräftefreie Bewegung übergehen muß. Daher ist der Koeffizient 
von 2? schon durch das Massenglied 7’y eindeutig als 1 festgelegt 
und man kann nur noch über die Koeffizienten der beiden andern 
Ausdrücke verfügen. — An sich wäre es denkbar, auch noch ein 
lineares Glied ce ® (nicht dagegen c’ 2) hinzuzufügen. Doch ist der 
Möglichkeit, das in ® lineare Glied innerhalb beschränkter Grenzen 
abzuändern, schon durch die Einführung von A Rechnung getragen. 
Andererseits würde aber bei Addition eines Gliedes c ® nicht mehr 
die Identität von A in den Gliedern mit ® und S hervorgehen. 
Da auf diese Weise ohne ersichtlichen Grund nur eine neue Kon- 
stante in die Wellengleichung eingeführt würde, wollen wir von 
dieser Möglichkeit weiterhin absehen, bzw. ce = 0 setzen. Immerhin 
soll ausdrücklich betont werden, daß sich diese Festsetzung aus den 
an die Wellengleichung zu stellenden Invarianzeigenschaften nicht 
begründen läßt. 


1) Dirac hat 7 für die beiden Spezialfälle einer räumlichen Drehung 
der (x y)-Ebene in sich um den reellen Winkel $ und einer raumzeitlichen 
-Ebene um den imaginären Winkel io angegeben ; 


Aus derartigen Transformationen läßt sich die allgemeinste Transformation 
für eine beliebige räumliche Drehung verbunden mit jeder beliebigen (eigent- 
lichen) Lorentztransformation zusammensetzen. Vgl. P. A. M. Dirac, Die 
Prinzipien der Quantenmechanik, 1. Aufl., § 75. 
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Wir erhalten somit statt (1,15) die folgende allgemeine, mit der 
Lorentzinvarianz vertrigliche Form der Wellengleichung: 


+ ib(@, Grad) + ias} y=0, 


worin a und b neben A noch unbekannte (reelle) numerische Kon- 
stanten sind. In der Tat zeigt sich, daß die nunmehr zu stellende 
Forderung der Eichinvarianz die Konstanten a, b und A eindeutig 
festlegt. 

Zuvor erfordern die Reellitätsverhältnisse der Lorentzgruppe 
noch eine Bemerkung. Da die räumlichen Koordinaten 2,, 2,, 2, 
reell, die vierte Weltkoordinate +, =ict rein imaginär ist, so be- 
sitzt auch das Koeffizientenschema der c,, teils reelle, teils rein ima- 
ginäre Elemente: es sind alle c, mit k,/ = 1, 2,3 und c,, reell, c,, 
und c,, (k,l = 4) imaginär. Hieraus ergibt sich u. a., daß die durch 
die Gl. (17b) definierte Transformation T keine unitäre ist, daß also 
die zu T hermitisch-konjugierte Matrix T* nicht mit T~1 identisch ist). 

Die Beachtung der Reellitätsverhältnisse ist auch wesentlich 
für die Definition von w*. Diese Definition wird erst dann ein- 
deutig, wenn wir w als Funktion bestimmter Variablen voraus- 
setzen. Da sich die durch w und y* darstellbaren Erwartungs- 
werte der dynamischen Variabeln auf angebbare Raum- und Zeit- 
punkte beziehen, ist yw als Funktion der reellen Variabeln t,t (t 
Raumvektor, t Zeit), nicht der generalisierten Weltkoordinaten 
Z,,+-+, &, aufzufassen. (Es ist also beim Übergang von w zu y* 
bei Benutzung der x, jeweils x, durch — z, zu ersetzen.) Es zeigt 
sich, daß auch die formale Durchführbarkeit der Theorie wesent- 
lich an die Unterscheidung reeller und imaginärer Größen ge- 
knüpft ist?) 

b) Eichinvarianz. Die an jedes die elektromagnetischen Poten- 
tiale enthaltende Gleichungssystem zu stellende Forderung, daß alle 
an der Erfahrung unmittelbar prüfbaren Folgerungen nur von den 
elektrischen und magnetischen Feldstärken (in bezug auf ein be- 
stimmtes raumzeitliches Koordinatensystem), nicht dagegen von den 


(2,9) 


1) Vielmehr bedingt die Auszeichnung der Zeitkoordinate als 1: ease = 


Achse den folgenden se 


vgl. W. Pauli, Handb. d. Phys. (Geiger-Scheel) Bd. 26/1, S. 222, Gl. (29). 

2) Dirac zeichnet die Zeitkoordinate von vornherein durch unsymmetri- 
sche Schreibweise der Wellengleichung des Elektrons aus. Vgl. auch H. Weyl, 
Gruppentheorie und Quantenmechanik. S. Hirzel 1928, §§ 25 und 39. 
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_ Werten der elektromagnetischen Potentiale abhängen, wird nach dem 
Vorgange von H. Weyl gewöhnlich als Prinzip der Eichinvarianz 
bezeichnet. In der Tat würden aus Gleichungen, welche dieser 
Forderung nicht genügen, stets solche Effekte ablesbar sein, welche 
im Prinzip zu einer experimentellen Ermittlung der Absolutwerte 
der Potentiale führen müßten, was mit unserer Kenntnis der Natur- 
vorgänge unvereinbar ist. So würde z. B. jede nicht-eichinvariante 
Formulierung der Quantengesetze zu Verschiebungen der Spektral- 
linien der Atome führen, welche vom Absolutwert des elektrostatischen 
Potentials abhängen müßten, auf welches das Atom bei der Aussendung 
der Spektrallinien gebracht worden ist (ähnlich der Rotverschiebung 
der Spektrallinien im Gravitationsfeld). Die Erfahrung bietet aber 
für solche Effekte keinerlei Anhaltspunkte. 

Bevor wir auf die eigentümliche Schwierigkeit eingehen, welche 
der Durchführbarkeit des Prinzips der Eichinvarianz beim Problem 
der geladenen Elementarteilchen zunächst entgegensteht, möge die 
formale Seite des Prinzips betrachtet werden. Bekanntlich beruht 
die Eichinvarianz der Diracschen Wellengleichung für das Elektron 


(2,11) (Q+iG—-yyw= 


auf der einfachen, unmittelbar zu bestätigenden Tatsache, pa vi > 


(2,12) =e-ity 


wieder eine Lösung der Wellengleichung ist, falls man in ihr af 
be 


(2,13) 


ersetzt, also um einen Gradienten 
abändert, welcher nach (1,14) die Feldstärken F,, unverändert läßt. 


In der Tat erweisen sich damit sowohl die Frequenzen der Spektral- __ 


linien (nach dem Rydbergschen als auch die 


aus den Stromkomponenten 


abzuleitenden Intensitäten als eichinvariant, d.h. als unabhängig von =: 


Um uns schon in der Schreibweise dem Diracschen Vorbilde 
möglichst eng anzuschließen, schreiben wir die Wellengleichung (9) Hi 


zunächst in der Form 
{2 
+ ibo(G, Grad) Firos} w 
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wobei wir von nun an 


festsetzen wollen und statt der bisherigen Unbestimmtheit in A den 
unbestimmten Faktor o in die Wellengleichung einführen. Das in 
den «, lineare Glied proportional Q+:io® führt dazu [vgl. (11)], 
an Stelle von (12) die Transformation 
w =e-iely 
zu erwarten, falls man entsprechend (13) ®, durch ®,' ersetzt. Wir 
_ würden vollständige Übereinstimmung zwischen (12) und (12’) erzielen 
hl wie bei der Lorentz-Transformation), falls wir 9g =1 an- 
nehmen. Obwohl dieses Argument für eine bestimmte Wahl von o 
gu sprechen scheint, wollen wir doch aus unter c) ersichtlichen 
_ Griinden die Konstante o zunächst als unbekannte Größe weiterhin 
 mitführen. Da nach (12’) 


iva 


ist, so können wir die Transformation, deren Eichinvarianz gefordert 
ist, symbolisch durch 


> > > 
Grad — > Grad — Q—+ 2-ioW 


> 
— Grad f, 


Y= 


Aus (16) und (1,4) folgt nunmehr: 


>> 
—>0:+2(8,%) + 
i Grad) —>4 (® Grad) +i (%, Grad) +o 
2io Grad) — o? pr, 


letzteres mit Riicksicht auf (1,17). Setzt man die rechten Seiten 
dieser Ausdrücke statt der linken Seiten in (9’) ein und beachtet, 
daß das S proportionale Glied seiner Definition (1,16), (1,14) nach eich- 
invariant ist, so ergeben sich aus der Forderung, daß alle Terme, 
8 ee: welche f enthalten, verschwinden sollen, für a und b die 3 über- 
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32 
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€ = 0, 
b-1=0, 2a+4+b=0, 
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mit der eindeutigen Auflösung: 


a=— b= 
Damit geht die Wellengleichung (9) schließlich in 
— (+ 7)(Q+ ie — 
+2io (ö, Grad) —itioS } y= 


über, wobei wir an Stelle des bisher im Vorzeichen noch walvedtionsibiie 
Gliedes +iS von nun an +¢S schreiben. £ hat demnach den Wert 
+1 oder —1, doch läßt sich diese Einschränkung, wie erwähnt, 


(2,17) 


aus Invarianzforderungen an die Wellengleichung allein nicht recht- 7 
fertigen (S. 731). = 
c) Diskussion physikalischer Schwierigkeiten. Der schon oben a 


angedeuteten Schwierigkeit bei der Durchführung des Prinzips der 
Eichinvarianz liegt die elementare Tatsache zugrunde: Bringt man 
ein ruhendes Teilchen mit der Ruhmasse u und der Ladung « auf 
das Potential V, so wird seine bei Abwesenheit eines Potentials 
E, = ue? betragende Energie um den Betrag eV abgeändert: 


E=ud®+3sV. 


Daher wird die Energie eines Protons und eines Elektrons wegen 
der entgegengesetzt gleichen Ladung durch ein Potential V in ent- 
gegengesetztem Sinne beeinflußt: 


(2,18) Ep =Mec?+eV, E,=mc?—eV. 


Könnte man die Energiedifferenz zwischen Proton und Elektron ein- 
mal beim Potential 0, dann beim Potential V messen, so lieBe sich 
damit V absolut bestimmen, 

Die in den GI. (18) ihren Ausdruck findende primitive Tatsache 
scheint nun auf den ersten Blick mit der Transformation (12) un- ; 
vereinbar. Betrachtet man das angefiihrte Beispiel vom Standpunkt Tee: ze 
der Wellengleichung für die Elementarteilchen, so entspricht ein ee iR 
konstantes (kräftefreies) Potential der Einführung einer Funktion f, 
welche der Bedingung 


zu geniigen hat; daher kann st ee 
, - eV 
(2,19) f= 


gesetzt werden. Nun läßt sich aber bei jedem stationären wellen- _ 
mechanischen Problem (keine Kräfte oder Kräfte unabhängig von AE, 
der Zeit) der Eigenwert der Energie aus dem periodischen Zeitfaktor _ 
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unmittelbar ablesen. Sei E die Energie der Teilchen fir V = 0 
(Ruhenergie + kinetische Energie), so wird die Wellenfunktion w’ 3 
für V +0 nach (12°) und (19’)?): ; 


(E-oeV)t 


(2,20) UM 
und daher 
(2,21) 


Die beiden GL. (18) u (21) können aber nicht gleichzeitig erfüllt 


werden, solange man unter g eine gewöhnliche reelle Zahl (keine __ 
Matrix) versteht; es entspriche o= + 1 dem Elektron, e=— 1 7 
dem Proton. 


Eine zweite, mit (18) zusammenhängende Schwierigkeit erhebt 
sich, wenn man zu Elektron und Proton noch die beiden Spiegel- _ 
bilder, das Positron und das Antiproton, hinzunimmt. Versucht man — 
auf diese Spiegelbilder die bekannten Vorstellungen der Diracschen — 
„Löchertheorie“ anzuwenden, so wird man das Positron als unbesetzten 4 
Elektronenzustand im „Kontinuum“ der „sonst“ besetzten Elektronen- 
zustände negativer Energie und entsprechend das Antiproton als 
unbesetzten Protonenzustand negativer Energie zu deuten haben. 
Nehmen wir vorläufig an, daß alle besetzten Zustände sowohl positiver 
wie negativer Energie durch ein Potential V im Sinne von (18) be- — 
einflußt werden, so können wir das Energiespektrum kräftefreier 
Teilchen in seiner Abhängigkeit von V durch Fig. 1 darstellen. 

Betrachtet man die möglichen Übergänge zwischen den vier Teil- 
bändern, in die das Energiespektrum zerfällt, so ergibt sich die 
Schwierigkeit, daß die Energie der hochfrequenten Wellenstrahlung, 
die bei einem spontanen Übergang entstehen müßte, in einigen Fällen 
vom Absolutwert von V abhängt, also nicht eichinvariant ist. Aus 
Fig. 1 ae hervor, daß die Energie der Lichtquanten (Z2m bzw. 


f 


baw. eines Protons und Antiprotons entspricht, unabhängig von V i 
(Übergänge 1 und 2). Schließen wir ferner Übergänge eines Protons — 
in ein „Elektron sowie eines Antiprotons in ein Positron aus, da 


& 
7 
> 
en 
3 
oy 
1) Schreib 
chreibt 
man die Wellenfunktion für ei 
ein der Form: | 
spricht einer positiven Energie ein negativ-imaginärer E timZ 


sprechen (Übergänge 5 und 6), so bleiben noch Übergänge zwischen 
Proton und Positron einerseits und zwischen Elektron und Antiproton 
andererseits, bei denen die emittierte Frequenz offenbar vom Betrag 
von V abhängt (Übergänge 3 und 4). Obwohl derartige Übergänge, 
welche natürlich nur in Kraftfeldern auftreten könnten, äußerst selten 
sein werden, so dürfte sich doch die Forderung ihrer Nichtexistenz 
unabhängig von dem Schema unserer Fig. 1 physikalisch kaum be- 


e ? 


70 


Fig. 1. Energie E’ der Elementarteilchen als Funktion eines räumlich kon- 

stanten Potentials V. Die Übergänge 1 und 2 sind hiernach erlaubt, nicht 

dagegen die Übergänge 3—6. Schraffur: Mögliche Energiestufen des Systems 

(Massenverhältnis M:m willkürlich; wegen der Bezeichnungen P, e; E,p 
vgl. Anm. 3, S. 724) 


gründen lassen. Ferner ist hervorzuheben, daß unsere Fig. 1 keinen 
Raum für die gleichzeitige Zerstrahlung von Teilchen ungleicher 
Ladung und ungleicher Ruhmasse besitzt, obwohl derartige Über- 
gänge ebenfalls physikalisch nicht ausgeschlossen sein dürften. 
Diese Überlegungen zeigen, daß entweder die bisherige Durch- 
führung des Prinzips der Eichinvarianz oder das im Anschluß an 
(18) naheliegende Schema von Fig. 1 für die Übergänge zwischen 
Zuständen, welche verschiedenartigen Teilchen zugeordnet sind, in 
einem wesentlichen Punkte noch unvollständig ist. 
Annalen der Physik. 5.Folge. 28. 
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§ 3. Schema der stationären Zustände. 
pet) ow ellengleichung und Ladungsasymmetrie. 
Zwei Spesialfalle: 1. Energiespektrum der kräftefreien EIN 
2. Diracsche Theorie des Elektrons als Grenzfall 


Eine Versöhnung zwischen den Forderungen (2,18) und (2,21) 
scheint nur auf zwei Weisen möglich zu sein: entweder im Sinne 
eines „Sowohl — Als auch“ — oder im Sinne eines „Entweder — 
Oder“. Die erste Alternative führt dazu, die in der Wellengleichung 
(2,17) bisher noch unbestimmt gebliebene Größe o nicht als gewöhn- 
liche Zahl, sondern als eine Matrix mit den Eigenwerten +1 von 
der Art der Diracschen «, aufzufassen. Dieser Vorschlag ist vom 
Verfasser in einer vorläufigen Mitteilung zu dieser Arbeit gemacht 
worden). Wir glauben uns jedoch seitdem davon überzeugt zu haben, 
daß eine Auffassung im Sinne der zweiten Alternative dem physi- 


im folgenden weiter ausgeführt werden). 


1) H. Hönl, Naturw. 24. S. 637. 1936. RE ET LE 
2) Versteht man unter g, wie in der vorläufigen Mitteilung, eine Matrix 
mit den Eigenwerten + 1, so lassen sich die bisherigen Überlegungen nur 
dann aufrecht erhalten, falls man go mit den vier 4reihigen Diracschen 
Matrizen «, als vertauschbar, also 

(a) oa, = (0 

annimmt. Die Adjunktion einer derartigen Matrix 9 ist aber unmöglich, solange 
man sich auf 4reihige Matrizen beschränkt. Sie kann dagegen in einfachster 
Weise bewerkstelligt werden, wenn man an Stelle der Diracschen o, 8reihige 
Matrizen 


(b) 
einführt und 
(ec) 


Das Energiespektrum der Wellengleichung (2,17) zerfällt dann, wie man sich 
leicht überzeugt, in zwei nichtkombinierende Termsysteme, zu welchen Wellen- 
gleichungen von der Art der Gl. (3,1a) und (3,1b) gehören (vgl. weiter unten 
im Text). Die Übereinstimmung ist aber keine vollständige. Die Wellen- 
gleichung (2,1b) unterscheidet sich von (2,1a) nicht bloß dadurch, daß überall 
explizite — i statt +i steht, sondern auch dadurch, daß die (hermitischen) 
Matrizen «, durch die transponierten @,=«,* ersetzt sind; letzteres im Gegensatz 
zu den aus (b) und (c) folgenden Wellengleichungen für die beiden Termsysteme. 
Es besteht daher auch keine so einfache Beziehung zwischen Eigenfunktionen, 
welche zu gleichartigen Teilchen verschiedener Ladung gehören, wie Gl. (3,2), 
was ‘auch die Durchführung aller weiteren Überlegungen erschwert. Sowohl 
dieser formale Grund als vor allem das Angee, daß einander a zugeordnete 


kalischen Problem angemessener ist; daher soll nur en zweite 
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Unsere Auffassung kommt in den folgenden Festsetzungen zum 
Ausdruck. Fassen wir o als gewöhnliche reelle Zahl auf und setzen 
wir 9 = + 1, so bedeutet dies, vgl. (2,18) und (2,21), daß wir allen 
stationären Zuständen des Systems die Ladung — e zuschreiben; 
die zugehörige Wellenfunktion bezeichnen wir mit yw. Die Möglich- 
keit, in diesem „negativen System“ positive Ladungsträger (Protonen, 
Positronen) zu beschreiben, ist nach Dirac durch die Existenz von 
Zuständen negativer Energie gegeben, die entsprechend dem Pauli- 
schen Ausschließungsprinzip bis auf eine endliche Anzahl mit Teil- 
chen negativer Ladung besetzt sein sollen (Löchertheorie). In diesem 
negativen System müßte bereits eine vollständige Beschreibung der 
Eigenschaften der geladenen Elementarteilchen möglich sein. Die 
zugehörige Wellengleichung lautet, vgl. (2,17)}): 


+ 24(@, Grad) —itas}wy- =0. 


Wir könnten aber auch 9 = — 1 wählen, d.h. allen stationären Zu- 
ständen die Ladung + e zuschreiben („positives System“); vermöge 
des Pauliprinzips lassen sich dann die negativen Ladungsträger 
(Antiproton, Elektron) als „Löcher“ in dem „sonst“ besetzten Kontinuum 
der Zustände negativer Energie auffassen. In diesem „positiven 
System“ müßte ebenfalls eine vollständige Beschreibung der geladenen 
Elementarteilchen möglich sein, nur gewissermaßen auf eine dual 
entsprechende Weise zu der Beschreibung im negativen System. Als 
zugehörige Wellengleichung wollen wir aber nicht diejenige ansehen, 
welche aus (2,17) mit 9 = — 1 hervorgeht, sondern die konjugiert- 
transponierte Wellengleichung zu (1a), deren Lösungen w* die kon- __ 
jugiert-komplexen Funktionen zu w sind: EEE. 


® 


(3,1a) 


(3,1b) 


Übergänge (vgl. weiter unten Text) innerhalb der beiden nichtkombinierenden 
Systeme eine „duale“ Beschreibung derselben Vorgänge in der Materie vermitteln 
sollen, als miteinander gekoppelt anzusehen wären, was den Prinzipien der 
Quantentheorie widerspricht, hat uns veranlaßt, den ursprünglichen Versuch 
aufzugeben und durch den im Text geschilderten zu ersetzen. 


4 
) Es ist nach (1,4) 2? = 0 > da, 4 
1 
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wird’), Die Beziehungen (2) zwischen den Eigenfunktionen der 
dual einander zugeordneten Systeme bringen die Aquivalenz der beiden 
dualen Auffassungsweisen mathematisch sehr einfach zum Ausdruck. 
Es geht aus den exponentiellen Zeitfaktoren von w* und y™ ferner 
hervor, daß jedem Energieniveau E in dem einen System ein Energie- 
niveau — E im anderen eindeutig zugeordnet ist; die einander zu- 


geordneten Niveaus korrespondieren (bei entsprechender Ausnutzung 


des Pauliprinzips) in dualer Auffassung demselben Zustand eines ge- 
ladenen Teilchens. 

Es ist zunächst zu prüfen, ob sich das Schema der Übergänge 
in widerspruchsfreier Weise durchführen läßt. Zur Verdeutlichung 
der Verhältnisse diene Fig. 2 von S. 741, die nunmehr an Stelle 
von Fig. 1 von 8. 737 zu treten hat. 

Die Energiestufen des Schemas sind für den Fall der kräfte- 
freien Bewegung von Teilchen, aber bei Anwesenheit eines kon- 
stanten Potentials V> 0, welches beliebig groß angenommen werden 
kann und die „Entartung“ von positivem und negativem System 
aufhebt, in Fig. 2 eingezeichnet. Im Falle von (zeitlich konstanten) 
Kraftfeldern würde nur eine für die folgenden Betrachtungen un- 
wesentliche Komplizierung des Energiespektrums eintreten, wovon 
in der Figur abgesehen ist. Wir denken uns dabei als verein- 
fachtes Bild der Materie ein beliebiges Raumgebiet, in welchem 
sich Protonen und Elektronen, dagegen zunächst keine Positronen 
und Antiprotonen befinden. Von der Wechselwirkung der Teilchen 
soll abgesehen werden, bzw. sie möge durch ein entsprechend 
gemitteltes „äußeres“ Potential ersetzt werden (Hartreesche Me- 
thode). Die Besetzung der Elektronenniveaus (e) ist im negativen 
System (links) ebenso wie die Besetzung der Protonenniveaus (P) 
im positiven System (rechts) durch eine stark ausgezogene horizon- 
tale Linie kenntlich gemacht, während die nicht besetzten Anti- 
protonniveaus (E) links und die nicht besetzten Positronenniveaus (p) 
rechts durch fein ausgezogene horizontale Linien dargestellt sind. 
Ferner soll die Schraffur auf die Besetzung der Zustände negativer 
Energie im Sinne der Diracschen Löchertheorie hinweisen. Für 
die widerspruchsfreie Durchführung der dualen Beschreibung der 
Vorgänge in der Materie ist es jedenfalls eine notwendige Bedingung, 
im negativen System ebensoviele Protonenniveaus negativer Energie 


1) Die Wahl von (1b) an Stelle von (2,17) mit g= — 1 wird zunächst 
durch formal-mathematische Gründe, z. B. durch die einfachen Beziehungen 
(2), nahegelegt. Es scheint aber darüber hinaus auch befriedigend, daß der 
Unterschied der Elektrizitätsarten somit gewissermaßen seinen ,,apriorischen“ 
Grund in der Unterscheidung von +i und — i findet. 
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unbesetzt zu lassen, als im positiven System Protonenniveaus be- 
setzt sind, und ebenso im positiven System ebenso viele Elektronen- 
niveaus negativen Energie!) freizuhalten, als im negativen System 
Elektronenniveaus besetzt sind (die Zuordnung entsprechender 
Niveaus jeweils im Sinne der Beziehungen (2) und der Energie- 

zuordnung E -» — E). Da nun die Übergangswahrscheinlichkeiten 


Negativ Positiv 


al jd 
al |d 
al 


Fig. 2. Schema der Energiestufen und Übergänge bei konstantem Potential 
V > 0. Alle Ubergangsfrequenzen unabhängig von V (eichinvariant): a spontane, 
b erzwungene Prozesse. Schraffur: Besetzung der Niveaus negativer Energie 
nach der „Löchertheorie“. Stark ausgezogene horizontale Linien: besetzte 
Elektronen- (e) bzw. Protonenniveaus (P); starke gestrichelte Linien: nicht be- 
setzte Elektronen- bzw. Protonenniveaus negativer Energie (duale Auffassung). 


zwischen einander zugeordneten Niveaus wegen (2) in beiden Sy- 
stemen dieselben sind, so stellt jedes System den Zustand der 
Materie zu einer beliebigen Zeit auf duale Weise dar. Die ursprüng- 
liche Besetzung (bzw. Nichtbesetzung) der Niveaus ist gewissermaßen 
eine Anfangsbedingung für den Zustand der Materie. Durch sie 
kann die auffallende Tatsache zum Ausdruck gebracht werden, daß 


1) Wir sprechen der Einfachheit halber schlechthin von Zuständen 
„positiver‘‘ und „negativer“ Energie, d.h. wir setzen, wie in Fig. 2 gezeichnet, 
eV < mc? voraus. 
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Protonen und Elektronen beständig und in ungeheurer Anzahl in 
den unserer Untersuchung zugänglichen Weltgegenden angetroffen 
werden, Positronen (und Antiprotonen) aber für ihre Entstehung 
ganz besondere Bedingungen erfordern und sehr unbeständig sind 
(vom experimentellen Standpunkt läßt sich dies wenigstens für die 
Positronen behaupten, während Antiprotonen vorläufig noch hypo- 
thetisch sind). 

Durch das Schema der Übergänge von Fig. 2 wird unmittelbar dem 
Prinzip der Erhaltung der Ladung Geniige geleistet‘). Hiermit ent- 
fallen auch die übrigen Schwierigkeiten, welche an Fig. 1 von S. 737 
geknüpft waren. Die Gesamtheit der Übergänge läßt sich nunmehr 
in vier verschiedene Gruppen einteilen [a) spontane, b) ra 
Übergänge]: 

1 gleichartiger Teilchen, } (P, B); 3 

. Paarerzeugung 
2 ungleichartiger Teilchen, (P, 0); (E, p) 
gung ” ” 
3. Spontante und erzwungene Übergänge zwischen ungleich- 
artigen Teilchen gleicher Ladung: 
a)P +p; E>e. b)p P; e—E. 
4, Die gewöhnlichen spontanen und erzwungenen Übergänge 
zwischen Zuständen derselben Gattung (z. B. optische Spektren). 

Jeder dieser Übergänge kann, wie man sich leicht überzeugt, 

auf duale Weise beschrieben werden (vgl. Figur). Beispiel: Die 


Verwandlung eines Protons in ein Positron stellt sich im positiven 
F . . . 
Bal ge System als einfacher Übergang zwischen einem P- und einem 
oe sor p-Niveau dar; im negativen System füllt ein anfänglich in einem 
 9-Niveau befindliches Teilchen negativer Ladung eine P-Lücke 


innerhalb der sonst besetzten Niveaus negativer Energie aus. 

Die bisherige Theorie hat von den aufgezählten Übergängen 
nur die Möglichkeiten 1 und 4 in Erwägung gezogen. Daß sich 
die Wahrscheinlichkeit für die Paarerzeugung von Elektronen und 
Positronen durch harte y-Strahlen in größenordnungsmäßiger Über- 
einstimmung mit der Erfahrung ergab?), hat die Grundvorstellungen 


1) Dies beruht nach den Ausführungen von §§ 2 und 3 wesentlich auf 
der Verbindung der eichinvarianten Wellengleichung mit den Vorstellungen 
der Diracschen Löchertheorie. Es möge erwähnt werden, daß sich in Analogie 
hierzu in der Weylschen Theorie der Materie die Erhaltung der Ladung als 
eine Folge der eichvarianten Grundgleichungen für Feld und Materie ergibt. 
Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., $ 41. 

2) H. Bethe u. W. Heitler, Proc. Roy. Soc. 146. $.83. 1934; H.Bethe, 
Proc. Boe. 30. 8.524. 1934. 
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der Diracschen Theorie in eindrucksvoller Weise bestätigt. Von 
den weiteren Möglichkeiten sind besonders wichtig die Übergänge 
von Protonen in Positronen, sowie die Zerstrahlung von Protonen 
und Elektronen. Da diese Übergänge nach Fig. 2 dauernd spontan 
erfolgen können, so ist die Wahrscheinlichkeit derartiger Übergänge 
ein Maß für die Stabilität der Materie. Es ist daher wichtig, die 
Wahrscheinlichkeit dieser Prozesse wenigstens größenordnungsmäßig 
abzuschätzen. Jedenfalls läßt sich schon qualitativ voraussehen, 
daß die Wahrscheinlichkeit dieser Vorgänge sehr viel kleiner sein 
muß als etwa die der Zerstrahlung von Positronen und Elektronen, da 
die Wellenfunktionen von Teilchen mit so außerordentlich ver- 
schiedener Ruhmasse in allen Fällen sehr „schlecht interferieren“ 
und daher zu sehr kleinen Matrixelementen für die Übergänge 
Anlaß geben. Wir werden auf eine genauere Durchführung der 
zugehörigen Rechnungen gelegentlich zurückkommen. 


Die duale Betrachtungsweise wirft vielleicht auch ein gewisses 
Licht auf die Frage nach der „Realität“ der unendlich vielen be- 
setzten Zustände negativer Energie. Wenn es in widerspruchsfreier 
Weise möglich ist, die Existenz eines geladenen Elementarteilchens 
ebensowohl als einfachen besetzten Zustand positiver Energie als 
auch als einen nicht besetzten Zustand innerhalb der Übermacht 
besetzter Zustände negativer Energie aufzufassen, so erweist sich 
die Diracsche Vorstellung der unendlich vielen besetzten Zustände 
doch eben nur als ein wunderbarer Kunstgriff einer theoretischen 
Konstruktion. Die allgemeinen Überlegungen über die Eichinvarianz 
zeigen überdies, daß es gar nicht möglich wäre, Teilchen verschie- 
dener Ladung durch eine einzige Wellengleichung zu beschreiben, 
ohne von diesem Kunstgriff Gebrauch zu machen. Somit erscheinen 
die Diracschen Vorstellungen der Löchertheorie einerseits mit den 
Eigenschaften von Teilchen verschiedener Ladung aufs engste ver- 
bunden, andererseits erfahren gewisse Paradoxien, welche mit der 


= Vorstellung „unendlich vieler besetzten Zustände“ verbunden sind }), 


insofern eine Aufhellung, als das vollständig besetzte negative 
_ Energieband gewissermaßen als das „Spiegelbild“ des vollkommen 

unbesetzten positiven Energiebandes anzusehen ist (Vakuum). Die 
Existenz von Elementarteilchen kann entsprechend ebensowohl als 


eine Abweichung vom Zustand des „Leeren“ wie als eine Abweichung 


yom Zustand des „Vollen“ gedeutet werden. Diese Bemerkungen 


ve 1) Unendlich viele besetzte Zustände sind ein in sich widerspruchsvoller 
_ Begriff, da durch geeignete Umordnung der „unendlich vielen“ Teilchen stets 
beliebig viele Zustände frei gemacht werden können. 
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können natürlich nicht der Notwendigkeit entheben, das Problem PR 
Wechselwirkung der Elementarteilchen in einer solchen Weise zu for- 
mulieren, daß die Schwierigkeiten, welche mit den unendlich vielen be- 
setzten Zuständen zusammenhängen (unendliche Ladungsdichte, un- 
endliche Polarisation des Vakuums usw.), durch den Formalismus selbst 
vermieden werden. Unser „Prinzip der dualen Beschreibung“ wird 
aber möglicherweise Richtlinien bei der Auffindung dieser noch nicht 
vollständig und eindeutig erkannten Gesetze abgeben können!) — 

Am Schluß dieses Paragraphen seien noch zwei einfache Folge- 
rungen aus den Wellengleichungen (1a) bzw. (1b) hinzugefügt. Vgl. 
zu dem Folgenden auch die speziellen Rechnungen in §§ 4 und 5. 

1. Energiespektrum der kräftefreien Bewegung. Obwohl sich das 
Energiespektrum im kräftefreien Fall auf Grund der Überlegungen 
in § 2c voraussehen läßt, ist es im Hinblick auf die entsprechenden 
Rechnungen bei Einwirkung äußerer Kräfte doch nützlich, die Rech- 
nung auch für diesen besonders einfachen Fall vor Augen zu haben. 

Wir setzen: 3 


(3,3) ®, = = const, = ®, 


und nehmen den Impuls p der Teilchen als von Null verschieden an. 
Machen wir daher für die Wellenfunktion den Ansatz: 


> 


3 


i 


E\? 
en 


red ion wir erhalten aus (la), a" S = 0 ist: 


E\2 \2 E+eV i 
(3,5) 1 
eVE 
+17 °- 
Multipliziert man diese Gleichung mit einem Operator, welcher 
sich von der linken Seite von (3,5) nur im Vorzeichen des Gliedes 
mit 7’+y unterscheidet, so treten wegen (1,4) die «, nicht mehr 
explizite auf; man erhält, wenn man noch (1,3) beachtet, nach ein- 
facher Umformung: 
1) Vgl. P. A. M. Dirac, Proc. Cambridge Soc. 30. S.150. 1934; W. Heisen- 
berg, Ztschr. f. Phys. 90. S. 209. 1934. 
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Hierin kann jeder der beiden Faktoren auf der linken Seite = 0 
gesetzt werden. Daher: 


(3,6) E=—eVicVp'c*+ p’, 


wobei u an Stelle von M bzw. m geschrieben ist. 

Bemerkenswerterweise läßt sich die linke Seite der Wellen- 
gleichungen (1a) und (1b) schon bei Anwesenheit eines konstanten 
Potentials nicht mehr wie bei (1,6) in zwei Faktoren zerfällen. 
Dagegen ist das Energiespektrum (3,6) genau dasjenige, das auf 
Grund allgemeiner Überlegungen für Teilchen negativer Ladung 
zu erwarten war. Hiervon wurde bei der Darstellung in Fig. 2 
Gebrauch gemacht. 

2. Diracsche Theorie des Elektrons als Grenzfall. Der Aufbau 
der Wellengleichungen (1a) und (1b) gestattet einen unmittelbaren 
Schluß auf die Eigenschaften der leichten Teilchen (Elektronen, 
Positronen). Setzen wir die Energie dieser Teilchen als vernach- 
lässigbar klein gegen die Ruhenergie Ac/’= Mc? der schweren 
Teilchen voraus, so dürfen wir wegen des extremen Massenverhält- 
nisses y/Z’ in den Wellengleichungen alle Glieder streichen, welche 
T nicht als Faktor enthalten. So ergibt sich z.B. aus (la) un- 
mittelbar: 

(3,7) (Q+iO—yyw=0, 

d.h. die Wellengleichung des Diracschen Elektrons. (Beim Posi- 
tron positiver Energie wäre + durch —i zu ersetzen.) Hieraus 
folgt u. a., daß alle spektroskopischen Probleme der Atomphysik 
durch die vorgeschlagene Modifikation der Diracschen Theorie nur 
sehr geringe Abänderungen erfahren, welche im Limes I’ —»> oo 
vollständig verschwinden würden. Ein ähnlich genereller Schluß ist 
bei den schweren Teilchen nicht möglich; die Untersuchung der 
Eigenschaften der schweren Teilchen erfordert daher speziellere 
Überlegungen. Übrigens sei bemerkt, daß unser Schluß auch bei 
den leichten Teilchen nur dann gerechtfertigt ist, wenn bereits fest- 
steht, daß die ursprünglichen Wellengleichungen (1a) bzw. (1b) den 
Forderungen der Lorentz- und Eichinvarianz genügen. ie 


§ 4. Proton und Elektron im homogenen Magnetfeld. 
Das magnetische Moment des Protons im magnetischen Falle 
Bei den speziellen Ausführungen in diesem und dem folgenden 
Paragraphen sollen durchweg die Matrizen benutzt werden: 
1. Die zweireihigen Paulischen Spinmatrizen: 
01 i 10 


‘54 
? 
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Sie geniigen den Vertauschungsrelationen 


(4,1a) (u,v 2); 
daneben gilt 
(4,1 b) 0,0,=i0,, 6,06,=%0,, 6,0,=10,. 


2. Die vierreihigen Diracschen Matrizen «,, die in leicht ver- 
ständlicher Schreibweise durch 


w= (2S) a= (2%) «= a= (5 
1 g, 0}? 3 0,0)’ 4 0 —1’ 
definiert seien; 1’ ist die zweireihige Einheitsmatrix. Sie genügen 
den Bedingungen (1,4), wie unmittelbar aus (1a) hervorgeht. — 

a) Als erste Anwendung der Wellengleichungen (3,1a) und (3,1 b) 
behandeln wir das Verhalten von Protonen und Elektronen im 
homogenen Magnetfeld. Diese Untersuchung ist deswegen von be- 
sonderem Interesse, weil sie in unmittelbarer Weise Rückschlüsse 
auf die Größe des magnetischen Eigenmoments der Elementarteilchen, 
insbesondere des Protons, gestattet, da die Eigenwertstörung der 
Energie infolge des Magnetfeldes als Wechselwirkungsenergie des 
Eigenmoments mit dem äußeren Magnetfeld gedeutet werden kann. 

Wir nehmen das Magnetfeld H = H, in Richtung der positiven 
2-Achse an und setzen demgemäß 


(4,2) 


(4,33) F,=-F,=H, alle übrigen F,=0, 
ferner 

eH eH 


Es soll außerdem vorausgesetzt werden, daß die Teilchen keine 
translatorische Bewegungskomponente nach der 2-Achse besitzen, die 
Wellenfunktion also von z nicht abhängt!) Der Einfachheit halber 
behandeln wir Proton und Elektron als besetzte Niveaus positiver 
Energie (§ 3); dann haben wir für das Elektron die Wellen- 
gleichung (3,1a), für das Proton konjugiert-transponierte Wellen- 
gleichung (3,1b) anzuwenden. 

Die Wellengleichung (3,1a) für das Elektron vereinfacht sich 
dann zunächst zu 


+ Py — +4 2i(@, Grad) 


(4,4a) 
—iti-a,a,H}w=0, 


kad. 18. S. 3. 1934. 


++ 


- 
2 
1) Vgl. die a ogenen 
Magnetfeld bei M. 


5 wobei wir für w den Ansatz 


; (4, 4b) woe 
; (r, 9, 2 Zylinderkordinaten) machen. Beachtet man, daß nach (2) 
und (1b) 


(45) =— (50 


-. ist, so läßt sich (4a) ausführlicher so schreiben: 


(a) + 4-47) + (0.0) 


0g, eH \* 2 

+ (0,0) + 

+ 215 (- Y +27 x) + oA 0, 

Ar unter 4 den Laplaceschen Operator verstanden. Die Wellen- 

_ gleichung (6) zerfällt demnach in zwei simultane Wellengleichungen 
_ für die beiden Komponenten y' und w" von w, welche Ca 
jeweils zwei der ursprünglichen Komponenten y,, Yes Ws; 2 


sammenfassen : 


_ Es ergibt sich somit aus (6) das simultane nina: 


(#2) + 44+ +17 - 


(r+ = + 


Er strenge Lösung dieses RER dürfte nicht möglich 
sein. Beschränkt man sich aber auf den praktisch allein in Frage 
Erle Fall, daß die Zusatzenergie zur Ruhenergie der Teilchen 
(kinetische Energie + Wechselwirkungsenergie mit Magnetfeld) sehr 
klein gegen letztere ist, so ist es, da wir uns auf positive Energien 
beschränken, erlaubt, alle Operatoren auf der linken Seite von (8a), 
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welche E/Ae und I bzw. y nicht enthalten, zu streichen. Wir er- 
halten daher zunächst an Stelle von (8a), 


(4,88') (+; +7) 


wobei wir die in (8a) und (8b) rechtsstehende eckige Klammer ab- 
kürzend durch [ ], kennzeichnen und A nach (8a’) eine vom Eigenwert E 
noch abhängige Größe bedeutet. Durch Einsetzen von (8a’) in (8b) 


erhalten wir, die Schreibweise entsprechend abgekürzt: 


zuführen. Setzen wir vorübergehend 


ö - eH 
so wird wegen (la) 

(4,10) [12 = 


Nunmehr ist nach (9) 


eH 
(4,11 a) 4+ i 

- eH 
(4,11) En 


mithin wegen (1b) 
412) - 
Wir wollen nunmehr unsere Formeln auf Elektronen und Pro- 
tonen gesondert anwenden. Die Formeln für das Proton gehen aus 
den für das Elektron angeschriebenen dadurch hervor, daß man 
überall y durch 7 und i durch —i ersetzt (§ 3). Zunächst gilt 
näherungsweise: 


(4,18) 


2y 7) für Elektronen, 
2r (+ 7) für Protonen. 


(Würden wir in der Näherung an dieser Stelle einen Schritt weiter- 
gehen, so erhielten wir Zusatzterme, welche von geringerer Größen- 
ordnung als die schon vernachlässigten Terme sind). Nennen wir 
ferner y’ eine Größe, welche entweder y oder I gleichzusetzen ist, 
je nachdem es sich um ein Elektron oder um ein Proton handelt, 
so kann (8b’) nach (8b), (12) und (13) nunmehr ausführlich ge- 
schrieben werden: 


ty 
‘= 
> 
chte Seite von (8b’) weiter aus- 
| 
u... 
ver 
7 
y 
ve 
Zz = 


4 


(1- 


a wobei sich das obere Vorzeichen auf das Elektron, das untere auf 
_ das Proton bezieht. Somit ergibt sich schließlich aus (8b”) in der- 
selben Näherung wie (13) 


a) für das Elektron (y’ = y): 
E, = mc? + (# 


1 
eH [nr 2 Y 


(4,148) 


b) für das Proton (y' = T): 


Tut 


: Die physikalische Bedeutung dieser Gleichungen tritt un- 

mittelbar hervor, wenn man sie mit dem Energieoperator der 
Schrödingerschen spinfreien (skalaren) Theorie vergleicht. Schreiben SH 
wir die Schrödingergleichung für das homogene Magnetfeld ER is. 


H’u=E'u, 


_ so wird H’ bei Benutzung von Zylinderkoordinaten (z soll explisit 
nicht auftreten): 


(4,16) 


hierbei bedeutet u entweder die Masse des Elektrons oder des 
Protons und es entspricht das obere Vorzeichen dem Elektron, das 
untere dem Proton. (16) unterscheidet sich von (14a) und (14b) nur 
durch das o, proportionale Glied, welches, da die Diagonalmatrix a, 
die Eigenwerte + 1 besitzt, der Einstellung des Eigenmoments der 
Teilchen parallel oder antiparallel zu H entspricht. Wellen- 
mechanisch korrespondiert dem die Unterscheidung zweier Polari- 
 sationszustände der Materiewellen, wobei jeweils eine der Wellen- 


enen Elementarteilche 
+1) ho] + 
J > Zz de 4 
c 
4 
‘ 
: 
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funktionen y,, w, Null ist (unterer Index Spinstellung, oberer Index 


entsprechend + e): 


(4,17) = 0), = (0, vy). 


b) Was die Gréfe des magnetischen Moments der Kenia. 
teilchen betrifft, so kann diese, wie erwähnt, aus der Größe seiner 
Wechselwirkung mit dem Magnetfeld H erschlossen werden. Der 
Vergleich von (14a) und (14b) mit (16) zeigt, daß bis auf Glieder 
mit y/T’ das magnetische Moment des Elektrons = 3 


eh 
2me 


(4,183) 
d.h., wie zu erwarten war, gleich einem Bohrschen Magneton ist, daß 
dagegen in derselben Näherung das magnetische Moment des Protons 


en 


(4,18) Mp = (26 4+ 


wird, d. h. gleich 2£{+ 1 Kernmagnetonen. ¢ konnte bisher auf 
rein theoretischem Wege nicht festgelegt werden, doch kommen 
nach S. 735 vermutlich nur die Werte + 1 in Frage. Wir versuchen 
daher ¢ nachträglich durch Vergleich von (18b) mit dem Experiment 
zu ermitteln. 

Das magnetische Moment des Protons konnte neuerdings recht 
genau ermittelt werden. Während die früheren Messungen von 
Stern, Frisch und Estermann!) durch Ablenkung von Para- 
Wasserstoffstrahlen nach der Stern-Gerlachschen Methode für die 
Größe des magnetischen Moments des Protons etwa 2,5 Kernmagne- 
tonen ergaben, erhalten Kellogg, Rabi und Zacharias!) neuer- 
dings durch Ablenkung von Wasserstoff-Atomstrahlen 2,85 +0,15 Kern- 
magnetonen (gegenüber 3,25 Kernmagnetonen nach früheren Messungen). 
Es ist daher zu vermuten, daß wir {= + 1 zu wählen haben. Unser 
Ergebnis läßt sich demnach dahin zusammenfassen, daß der wahr- 
scheinlicheW ert des magnetischen Moments des Protons im Magnetfeld, von 


15% abgesehen, genau 3 Kern- 
magnetonen beträgt. (Vgl. hierzu $ 5). 

c) Eine weitere wichtige, an der Erfahrung zu prüfende Frage 
betrifft die Orientierung des magnetischen Moments in bezug auf 
das mechanische Spinmoment: Sind magnetisches Moment und Spin 


Gliedern der Größenordnung I = 


1) O. Stern, R. Frisch u. O. Estermann, a.a.0.; J.M.B. Kellogg, 
LI. Rabi u. J. R. Zacharias, a.a. O. (Einleitung und Zusammenfassung). 


2 
: 
7 
fr 
SE 
= 
= = = 
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4 beim Proton gleich oder entgegengesetzt gerichtet?!) Die Frage 
E wird entschieden, wenn man in (14a) und (14b) die in den eckigen 
Klammern stehenden Ausdrücke (von der Dimension eines Impuls- 
2 momentes) mit (16) und mit dem Operator der z-Komponente des 
a 3 gesamten, aus Bahn- und Spinmoment resultierenden Impulsmoments 


(4,19) 
vergleicht. Wir haben zwar bisher nicht gezeigt, daß der zu (19) 
gehörige Eigenwert einer „Konstanten der Bewegung“ entspricht, d. h., 
a> daß (19) mit dem nach der Energie aufgelösten Operator der 
a & _ Wellengleichung — diesen gleich Null gesetzt — vertauschbar ist; 
Bi doch ist leicht zu bestätigen, daß dies wenigstens insoweit zutrifft, 
A é als wir den Energieoperator durch (14a) bzw. (14b) annähern können ?). 
; Indem wir von (19) als dem Operator fiir das resultierende 
_ Impulsmoment ausgehen, ergibt nunmehr der Vergleich von (19) 
mit (14a), (14b) und (16) für ¢=-+ 1, daß das magnetische und das 
mechanische Moment beim Elektron, wie bekannt, entgegengesetzt, 
Oe beim Proton aber gleich gerichtet ist. Dieses Brgebuin ist in Über- 
einstimmung mit experimentellen Untersuchungen von Kellogg, Rabi 
und Zacharias‘), welche mittels nichtadiabatischer Umklapp-Pro- 
- gesse bei den Atommomenten von Wasserstoff-Atomstrahlen in stark 
__ inhomogenen Magnetfeldern das Vorzeichen des magnetischen Moments 
des Protons bestimmen konnten (magnetic moment spectrograph). 
Wr Wenn wir das magneto-mechanische Verhalten der Elementar- 
_ teilchen durch einen g-Faktor charakterisieren (numerischer Faktor 


| 


1) Definitionsgemäß sind bei einer positiven umlaufenden Ladung nach 
der klassischen Elektrodynamik magnetisches und Impulsmoment gleich- 
gerichtet. 
; 2) Fiir das Diracsche Elektron ist (19), wie man leicht nachrechnet, ein 
_ exaktes Integral der Bewegung im homogenen Magnetfeld H = H,. — Es muß 
is _ hervorgehoben werden, daß aus der Tatsache der Vertauschbarkeit des Opera- 
a tors (19) mit (14a) bzw. (14b) allein keine Schlüsse auf die Größe des Spin- 
_ moments der Teilchen gezogen werden können, da o, allein schon (ebenso wie 
die 6/8q) mit den Operatoren (14a) und (14b) vertauschbar ist. Was ins- 
besondere das Elektron angeht, so darf die Existenz eines Spinmoments von 
dem Betrag '/,% schon aus den allgemeinen Bemerkungen am Ende von § 3 
entnommen werden. Hinsichtlich des Spinmoments des Protons vom gleichen 
 Betrage verweisen wir außer auf die experimentellen Beweise auf Grund der 
Systematik der Atomkerne auf die Behandlung des Coulombfeldes (Kepler- 
problem) im folgenden Paragraphen, wo die Verhältnisse in bezug auf die 
Frage nach dem mechanischen Eigenmoment der Teilchen übersichtlicher sind 
als im magnetischen Falle. 
3) J. M. B. Kellogg, IL. I. Rabi u. J.R. Zacharias, Phys. Rev. 50. 
S. 472. 1936; vgl. auch Phys. Rev. 49. S. 324. 1936. 
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fiir die Abweichung vom ,,klassischen Modell“), haben wir demnach 
für das Elektron: g, = + 2, für das Proton: g,=+ 6. 

Die weitgehende Ubereinstimmung der in diesem Paragraphen 
abgeleiteten Ergebnisse mit den Atomstrahlversuchen von K ellogg, 
Rabi und Zacharias méchten wir als eine wichtige — und bisher 
einzige unmittelbare — erfahrungsmäßige Stütze für unsere Theorie 
ansehen. 


tronen und Protonen in einem zentralsymmetrischen Coulomb- 
schen Kraftfeld (Keplerproblem); das Feld werde durch eine Kern- 
ladung + Ze erzeugt. Wir führen die Berechnung des Eigenwerts 
der Energie soweit durch als es der Darwin-Paulischen Näherung }) 
entspricht, in welcher sich die Zusatzterme zur Hamiltonfunktion des 
nicht-relativistischen spinfreien Teilchens noch unmittelbar anschau- 
lich deuten lassen (relativistische Massenveränderlichkeit, Einstellung 
des Eigenmoments in die Bahnnormale). 

a) Wir knüpfen zunächst wieder an Gl. (3,1a) für das Elektron 
an; alle das Proton betreffenden Fragen ergeben sich daraus durch 
einfache Ersetzungen in den Endformeln. Dann haben wir: 


.e 


3 


t=1 t=1 


(l = 1, 2,3 bzw. x, y, 2; &, Komponente der elektrischen Kraft nach 
der Richtung 1; t Radiusvektor, r = |r|). Behalten wir zunächst 
allgemeiner V = V(r) bei, so wird die Wellengleichung bei dem Ansatz | 


v(t): 


Ty+(3 +25 - igas}w=0. 


1) C. G. Darwin, Nature 119. S.282. 1927; Proc. Roy. Soc. A 116. 
S.227. 1927; W. Pauli, Ztschr.f. Phys. 43. 8.601. 1927. Vgl. auch W. Heisen- 
berg u. P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 37. 8. 263. 1926. 


ix Bere . Keplerproblem. Das magnetische Moment des Protons 
im Coulombfeld. Spinmoment 
Als zweites Beispiel behandeln wir die Bewegung von Elek- 
- 
Er 
> 
4 
: 
- 
% 
SY 


so zerfällt (3) in die beiden simultanen Gleichungssysteme: ee 
(5,5) | 


= |(r+ v) + (6,6 )|w", 


= |(r+ = 


wenn 6 den räumlichen Vektor mit den Komponenten o,, o,, o, 
und VY den Operator des räumlichen Gradienten (Nabla) A hy 
Wir wollen die Gl. (5a) und (5b) vorübergehend abkürzend Gas 


A,y'=M,y", A,y"= M,y' 


schreiben, wobei die Bedeutung der Operatoren A,, M,, 4,, M, aus 

(5a) und (5b) zu entnehmen ist. Eliminiert man, wieder positive 
Energiewerte vorausgesetzt, die „kleine“ Funktion!) w', so erhält 
man = „große“ Funktion w" die Wellengleichung: 


I 1 I 
A, y = y". 


Die folgende Entwicklung der Energie nach Gliedern der GréBen- 


E— me\n 


m c? 


ist gleichbedeutend mit einer Entwicklung der Energieterme nach 
 Potenzen von «?Z?, wenn a= +> die Feinstrukturkonstante be- 


deutet. Wir wollen diese Entwicklung fiir das Elektron und ent- 
sprechend auch für das Proton bis zum Gliede mit n = 2 ein- 
schließlich exakt, d. h. ohne Vernachlässigung der Potenzen von y/T, 
durchführen. Diese Näherung entspricht der Darwin- Paulischen 
_ nicht-relativistischen Theorie, führt aber auch beim Elektron zu 


1) Man kann auch hier wie in der Diracschen Theorie „kleine“ und 


ist bei translatorischer Bewegung $ = — (v Geschwindigkeit). 
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„große“ Komponenten von das Verhältnis ihrer 
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einer Abweichung von dieser wegen des Auftretens kleiner Korrek- 
tionsfehler mit Potenzen von y/I. 
Wir entwickeln zunächst die linken Seiten von (5a) und (5b) 
wobei wir die „Rydbergterm 


4 


einführen. Wir setzen daher, indem wir bis zu den Gliedern erster 


Ordnung entwickeln, 


(5,9) | = 7)27 (14 Tina (1 re 


W+eV W+eV 
he 


Die Wellengleichung (6) liefert nunmehr, wenn wir ferner 


(5,10) €=-vV, (¢v)(4v7)=4 


(5,9 b) 
| 


beachten, in zweiter Näherung: 


W+eV_ (14 { 4 

he y)he I-y ERS 

11) | I-r 2r 27 I+y he 

T+yr 1 &) (3, v) 

AT > > > > 


Auf der rechten Seite ist für W der Eigenwert der Energie 
einzusetzen, welcher zu der in erster Näherung aus (11) hervor- 
gehenden Operatorgleichung 

W+eV 


(5,12a) 


1 
| 
gehört (angewandt auf w: spinfreie Schrédingergleichung). Nach 
(12a) kann ferner 4 in der eckigen Klammer der zweiten Zeile von 


(11) durchW + eV ausgedrückt werden. Die 5 enthaltenden Glieder 
können ‚andererseits nach der Gleichung 


il 


(7,4) (7,8) = U, B) + 


B)) 


- 
3 
2 
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E (mit beliebigen Vektoren % und ®), welche man leicht aus den Ver- 
_ tauschungsrelationen (4,1b) ableitet, umgeformt werden. Es 
dementsprechend: 


(5, ©) (6, 7) 

(6, €) (4,7) 

divé - rot €) + 


2i(o(6, 


a. für das Coulombfeld div € = 0 und rot € = 0 ist; au darf 
das Glied (€, 7) in (13a) weiterhin unterdrückt werden, da dessen 
_ wellenmechanischer Mittelwert über die ungestörte Bewegung (in 
_ erster Näherung) verschwindet. Faßt man hiernach die Glieder 
in (11) zusammen, so erhält man in zweiter Näherung, wenn 
man A gemäß (2,14) einsetzt: 
WteV __ 1 W+eV 4 
he 2r 
-y\2y7 L'+y T-r hc 2r 
Die Zusatzterme von (12b) gegenüber (12a) lassen eine un- 


mittelbare physikalische Deutung zu. Schreiben wir statt (12 b), 
hc4 
27 


(5,14) W=-eV+ T+H" +H, 


= 


(5,12b) 


durch die kinetische Energie T ersetzen: 


indem wir 


(5,14a) 


(5,14b) = — ıe 


ang, 27 
so entspricht H” einer Störungsfunktion, welche der relativistischen 
Massenveränderlichkeit des Elektrons Rechnung trägt, H’ einer 
Störungsfunktion gleicher Größenordnung entsprechend der Ein- 
stellung des magnetischen Eigenmoments des Elektrons im Magnet- 

feld relativ zum bewegten Elektron (einschließlich des Thomas- 
schen Faktors !/,)'. (14a) ist nämlich, wenn man (12a) und (1,3) 
beachtet, in unserer Näherung — mit 


(5,15) +—(W+eV)%, 


1) L.H. Thomas, Nature 117. S.514. 1926; Phil. Mag. 3. S.1. 1927. 
Vgl. auch J. Frenkel, Ztschr. f. Phys. 87. S. 243. 1926. 
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dem Störungspotential für die relativistische Massenverinderlichkeit ). 
Es ist hervorzuheben, daß nach (14a) und(15a) I’ bzw. M in H” nicht 
mehr auftritt; dies ist in der Tat zu fordern, da bei konstantem 


Potential V + 0 (also € = 0) die Gleichungen fiir die Energie des 
Elektrons und des Protons nach den Bemerkungen am Ende von 


ree 2y 4y \ Ze (mye 
6,160) H,= + (as) it (i+ ri -trs) r3 (o,f) - 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem von Darwin und Pauli?) 
angegebenen nur durch kleine Glieder, welche Potenzen von y/I’ 
enthalten. Bemerkenswerterweise tritt nach (15b) bei der in § 4 im 
magnetischen Falle getroffenen Wahl {= 1 zu dem Darwin-Pauli- 
schen Ausdruck als kleinstes Glied ein in y/Z’ quadratisches Glied 
hinzu. Dies hat zur Folge, daß im Falle eines zentralsymmetrischen 
Coulombschen Feldes eine über die allgemeine Bemerkung am Ende 
von $3 noch wesentlich hinausgehende Übereinstimmung zwischen 
der hier vorgeschlagenen und der Diracschen Theorie des Elektrons 
besteht. 

Da die angeschriebenen Störungsanteile H” und H/ zur Dar- 
stellung der Wasserstoff- und Heliumfeinstrukturen ausreichen, so ist 
wegen der Kleinheit der in der zweiten Näherung anzubringenden 
Korrekturen proportional (/7)? eine Prüfung der Theorie an diesen 
Feinstrukturen nicht möglich. Die von einigen Beobachtern be- 
haupteten Abweichungen der Feinstruktur von der Sommerfeldschen 
Formel?) dürften, sofern sie reell sind), wenigstens teilweise auf 
andere Umstände, wie die Mitbewegung des Kernes, die Hyperfein- 


1) Diese Deutung von H/" ergibt sich unmittelbar, wenn man die relati- 
vistisch-invariante, aber spinfreie Gleichung 


met + W + — pt meet = 0 


(p Impuls) in die Form Ä 
1 

umschreibt. 

2) Vgl. insbes. W. Pauli, a.a. O., Gl. (19). BR OR 

3) W. V. Houston u. Y. M. Hsieh, Phys. Rev. 45. S. 263. 1934; 
Williams u. R. C. Gibbs, Phys. Rev. 45. S. 475. 1934; H. Kopfermann, 
Naturw. 22. S. 218. 1934. 

4) Vgl. F.H.Spedding, C.D. Shane u. N. 8. Grace, Phys. Rev. 47. 
S. 38. 1935. 
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fort und an Stelle von (9) ist daher 


157 


= DER der H-Linien, Strahlungsdämpfung, auf einen endlichen 
Elektronenradius (Born, Schrödinger) usw., zurückzuführen sein’). 


 Ebensowenig sind die relativistischen Dubletts der Röntgenterme, 


fiir deren Darstellung höhere Näherungen erforderlich sind, zu einer 
Prüfung der Theorie geeignet, besonders deswegen nicht, weil die 


= kleinen Abweichungen durch weit gröbere Effekte (Einfluß der übrigen 


 Schalenelektronen bzw. Ungenauigkeit der inneren und äußeren Ab- 
schirmungskonstanten) überlagert werden. 

{ b) Es sollen ferner in derselben (zweiten) Näherung die Eigen- 
schaften des Protons untersucht werden. Es ist leicht zu überblicken, 


welche Änderungen an den bisherigen Rechnungen hierbei vorzunehmen 
sind. Setzen wir wieder positive Energie und, wie bisher, V = Ze/r 
voraus, so haben wir von (3,1b) an Stelle von (3,1a) auszugehen, 
d.h. in der Wellengleichung i durch — i zu ersetzen. Da ®, und 
oe S$ nach (la) und (1b) rein imaginär sind, tritt demnach entsprechend 


der Umkehrung des Vorzeichens der Ladung in (3) und allen folgen- 
im Gleichungen überall — V an Stelle von V und — € an Stelle 


von & auf. Die Entwicklung der Energie schreitet entsprechend der 


_ veränderten Ruhmasse nach Termen der Größenordnung 


2 
(5,7) iS... 
3 
he he 
zu setzen, d.h. es ist, da die ursprüngliche Wellengleichung, von der 
Konstanten 4 checken, in y und J symmetrisch ist, überall I 
durch y zu ersetzen. Der Übersichtlichkeit halber schreiben wir die 
am entsprechende Gleichung mit den genannten Ersetzungen für 


das Proton ausführlich an: 


or (srt 6) v) 


1) Vgl. hierzu K. Bechert u. J.'Meixner, Ann. d. Phys. [5] 22. S. 525. 
1935, sowie J. Meixner, Ann. d. Phys. [5] 28. S. 371. 1935; 27. S. 389. 1936. 
Nach diesen Arbeiten bleiben die von den in Anm. 3) von S. 756 genannten 


Beobachtern festgestellten Abweichungen der Dublettabstände bei H und D 
(Deuterium) von der Sommerfeldschen Feinstrukturformel in quantitativer 


Hinsicht bis auf weiteres unaufgeklärt. 
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(€ in der dritten Zeile tritt als Folge von V(— V) = € auf). Die 
(12a) und (12b) entsprechenden Näherungen sind tbe 


he 2r 


Hierbei ist vor allem die letzte Zeile, H’,/Ac, bemerkenswert, 
aus welcher sich wie im magnetischen Falle Rückschlüsse auf die 
scheinbare Größe des magnetischen Moments des Protons ziehen 
lassen. Nehmen wir wieder {= + 1 an, so ist, von Korrektions- 
gliedern der Größenordnung y/I (gegen 1) abgesehen, die Klammer 
in (12b’) durch — 1/27’ zu ersetzen. Dies bedeutet, wie der Ver- 
gleich mit (15b) zeigt, daß das scheinbare magnetische Moment des 
Protons im Coulombfeld nahezu gleich einem Kernmagneton ist, sich also 
im Gegensatz zum magnetischen Falle normal verhält. Das Vorzeichen 
des Moments ist positiv. Eine direkte Prüfung dieses Ergebnisses 
an der Erfahrung (etwa durch Protonenstreuung an Atomkernen) 
scheint allerdings kaum aussichtsreich. 


Das magnetische Moment des Protons (und Antiprotons) zeigt 
demnach insofern ein paradoxes Verhalten, als dessen Größe von der 
Beschaffenheit des Feldes abhängt, in welchem sich das Teilchen 
bewegt. Ein derartiges Verhalten ist zwar merkwürdig, aber keineswegs 
von vornherein auszuschließen. Die speziellen Beispiele von §§ 4 und 5 
zeigen, daß es — anders wie beim Elektron — daher eigentlich 
nicht gerechtfertigt ist, von einem „magnetischen Eigenmoment“ des 
Protons schlechthin zu sprechen, sondern eher von einem „scheinbaren 
magnetischen Moment“. Das magnetische Moment der Elementar- 
teilchen wäre demnach weniger eine konstante „Eigenschaft“ als 
vielmehr analytischer Ausfluß der fundamentalen Wellengleichung. 


c) Endlich wollen wir die Frage nach dem mechanischen Eigen- 
moment (Spin) der Elementarteilchen wenigstens kurz streifen. Das 
Verhalten der Teilchen im Coulombfeld ist hierfür insofern geeignet, 
als 1. die Größenordnung der zu sukzessiven Näherungen gehörigen 
Energieanteile für alle quantisierten Zustände, d.h. für die im 
Kernfeld gebundenen Teilchen, einfach zu übersehen ist — die 
Energieterme schreiten größenordnungsmäßig nach Potenzen von «?Z? 
von Näherung zu Näherung fort — und 2. schon in zweiter Näherung 


N 
(5,12 a j 
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_ (erste Näherung für die relativistische Termaufspaltung) die Größe 

_ des mechanischen Eigenmoments der Teilchen vom Betrage !/, A zu 

_ erkennen ist. Wir werden aber andererseits nicht erwarten dürfen, 

daß das aus Bahnimpuls und Spin zusammengesetzte ae 
mit dem Operator’) 


ebenso wie beim Diracschen Elektron in Strenge ein „Integral der 
Bewegungsgleichungen“ für die Bewegung im zentralsymmetrischen 
TR Kraftfeld darstellt. Um die Genauigkeit abzuschätzen, mit welcher 
= dies zutrifft, haben wir mit Dirac die Vertauschbarkeit von 2 mit 
} En dem Hamiltonoperator des Systems zu untersuchen. Da aber der 
(gleich Null gesetzte) Operator der Wellengleichung nicht ohne 


Di “R weiteres nach dem Operator der Energie aufgelöst werden kann, 


oh: benutzen wir statt dessen näherungsweise die Größe W aus inn 
= _ Operatorgleichungen (12a) und (12b). Eine einfache Rechnung zeigt, 
= daß % aus (17) mit W aus (12a) bzw. (12b) exakt vertauschbar ist?) 
ae Daraus geht hervor, daß die Konstanz von (17), allenfalls durch die 
folgende dritte Näherung H® von W aufgehoben wird. Ergänzen 
wir demgemäß 2 durch einen zusätzlichen Operator r, der & zu 
_ einem auch in der dritten Näherung exakten „Integral“ vervollständigt 
und see € explizit abhängen wird, so daß also 


(W+H®) 2+) 


a wird, größenordnungsmäßig 


6,19) W.72 Ho 


1) Unter o ist in (5,17) eigentlich der Vektor mit den vierreihigen Matrix- 
 komponenten 


0 ’ 0 Gy ’ z 0 6, 
3 2 zu verstehen. Da wir aber weiterhin an die Näherungsgleichungen (12a) und (12b) 


' anknüpfen, soll zwischen zwei- und vierreihigen Matrizen bei der Bezeichnung 
nicht unterschieden werden. 


2) Der Beweis beruht im wesentlichen auf der Identität: 


> 
welche man aus den Vertauschungsrelationen für die Komponenten von o sowie 
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sein — die Überstreichungen bedeuten, daß an Stelle der Operatoren 
wellenmechanische Mittelwerte einzusetzen sind — oder 


Hieraus dürfen wir den Schluß ziehen, daß für alle in stationären 
Bahnen gebundenen Teilchen die Störung des Impulsmoments (17) 
mindestens um einen Faktor («Z)* kleiner als dieses selbst ist. 
Diese Größenordnung genügt aber, um beim Elektron einen 
Widerspruch zu den Gesetzen der Spektraltheorie auszuschließen, 
wie sie z. B. in den bekannten Klassifikationen der Spektralterme 
zum Ausdruck kommen („Vektorgerüst“ der Impulsmomente). 

Die vorstehende Überlegung zeigt ferner, daß derselbe Schluß 
hinsichtlich Größe und Konstanz des Spinmoments auch beim 
Proton gerechtfertigt ist — wir denken uns dabei das Proton, um 
es mit einem quantisierten stationären Zustand zu tun zu haben, 
entweder in dem Felde einer negativen Ladung oder auch in einem 
Atomkern gebunden —, so daß wir auch hier — im Einklang mit 


Protons vom Betrage !/, 4 sprechen können. 
Stuttgart, Institut für theoretische Physik. 


(Eingegangen 28. Januar 1937) 
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